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摘要

本卷介绍崴层理论。第一章给出三角范畴上 t-结构的定义与基本性质。第二章分
别在分层空间和概形的框架下，引入任意崴度的崴层与中间扩张函子。第三章讨论若
干补充主题，包括滤过导出范畴与实现函子，以及层的导出范畴中的局部化。第四章汇
集自对偶崴度下崴层的基本性质。第五章是全书的核心，研究有限域上代数簇的混合
`-进崴层，特别包含中间扩张纯性定理、分解定理和相对 Lefschetz 困难定理。第六章
说明如何把第五章的结果用于复代数几何。本版另收勘误与补遗、补充参考文献，以
及关于若干常用函子之 t-正合性的附录。

Résumé
Ce volume présente la théorie des faisceaux pervers. Les définitions et les propriétés de
base des t-structures sur les catégories triangulées sont données dans le premier chapitre.
Le second chapitre introduit les faisceaux pervers et le foncteur de prolongement in-
termédiaire (pour toute perversité), tant dans le cadre des espaces stratifiés que dans
celui des schémas. Le troisième chapitre traite de divers sujets complémentaires (caté-
gories dérivées filtrées et foncteur de réalisation, localisation dans la catégorie dérivée
des faisceaux). Le quatrième chapitre rassemble des propriétés de base des faisceaux
pervers pour la perversité autoduale. Le cinquième chapitre est le cœur de ce livre.
Il est consacré à l’étude des faisceaux `-adiques pervers mixtes sur les variétés sur un
corps fini ; il contient notamment le théorème de pureté du prolongement intermédiaire,
le théorème de décomposition, et le théorème de Lefschetz difficile relatif. Le sixième
chapitre explique comment utiliser les résultats du chapitre précédent en géométrie al-
gébrique complexe. La présente édition comprend une liste d’errata et d’addenda, une
bibliographie additionnelle et un appendice sur la t-exactitude de certains foncteurs
utiles.
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第二版前言

本卷重印《崴层》（Faisceaux pervers）。该书原刊于 Astérisque 第 100 号，是“奇
异空间上的分析与拓扑”会议论文集的第一卷；会议于 1981 年 7 月 6 日至 10 日在
Luminy 举行。原文保持不变，另增一篇短附录、一份勘误与补遗1，以及补充书目。

正如导论开头所述，Ofer Gabber 当初不愿列为 Astérisque 100 的共同作者。诸位
作者十分欣喜，他在这一版中加入了作者之列。

1页边每个编号均指向原书第 173 页起的相应勘误或补遗。
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0 导论

起初，我们原定由 O. Gabber 共同署名本文。但他不愿对文中可能存在的错误或
不严谨之处共同负责，因而选择不列名。不过，本文所采用的许多精妙思想仍应归功
于他；读者也应感谢他提出的诸多批评，我们希望这些意见确已帮助我们改进了书稿。
在 [4]、[5]、[6] 中，M. Goresky 与 R. MacPherson 定义并研究了一类适当空间 X

的相交同调（intersection homology；法：homologie d’intersection）。在 [4]、[5]中，X 是
一个定向分片线性伪流形（oriented piecewise-linear (PL) pseudomanifold；法：pseudo-
variété PL orientée）：若 dimX = n，则 X 是一个分片线性空间，其中存在维数不超
过 n− 2 的稀疏闭分片线性子空间 Σ，而 X \Σ 是纯 n 维定向分片线性流形。空间 X

带有一个分层（stratification；法：stratification）S，即由闭分片线性子空间组成的滤
过

X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xn = X,

其中 Xi \Xi−1 是纯 i维流形，且 (X,S)沿 Xi \Xi−1 等奇异（equisingular；法：équisin-
gulier）。假设 Xn−1 = Xn−2。对每个崴度（perversity；法：perversité）

p = (p2, . . . , pn), p2 = 0, pk+1 = pk 或 pk + 1,

他们把 X 的崴度 p 的第 i 个相交同调群 IHp
i (X) 定义为如下群：取 X 中的 i 维分片

线性奇异闭链，要求它与 Xn−k 的交集维数至多为 i− (k − pk)，再模去适当的同调关
系。所得群与分层 S 无关。若余维至少为 2 的单形之链环（link；法：link）均连通2，
则当 p = 0 时所得为上同调群 Hn−i(X)；当 p 为最大崴度时，所得为同调群 Hi(X)。
在 [6] 中，他们减弱了对 X 的条件，并证明 IHp

i (X) 是拓扑不变量。
我们最关心的是这样的情形：分层 S 的每个片层（stratum；法：strate）均为偶数

维，而 p是中间崴度（middle perversity；法：perversité intermédiaire），按上述记号即

p2k = k − 1, p2k+1 = k − 1 或 k

（两种取法均可）。所得群与 Q的张量积记为 IHi(X)。这些群满足 Poincaré对偶 [4][5]。
将系数由 Q 扩张到 R 后，还可把它们解释为 L2 上同调群（见本次会议 J. Cheeger 的
报告）。
设 X(C) 是一个连通正规复代数簇所对应的拓扑空间，取通常拓扑，并设该簇的

复维数为 n。我们可以令 S 由代数片层组成，于是各片层的实维数自动为偶数，因而
中间崴度的相交同调群有定义。若只假设 X 不可约，记其正规化为 X̃，则定义

IHi

(
X(C)

)
:= IHi

(
X̃(C)

)
.

2据勘误第 1 条修正。
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崴层

与 C张量后，这些群可以用和乐模（holonomic module；法：module holonome）描
述。3为此，采用代数和乐模较为方便：它是带可积联络并满足适当有限性条件的拟凝
聚模。设 X 嵌入某个纯 d 维光滑代数簇 Z，并假设 X 在 Z 中闭。记 X◦ 为 X 的光
滑部分，j : X◦ ↪→ Z 为包含映射。则在 Z 上存在支集含于 X 的不可约和乐模 j!∗OX◦，
它在 X◦ 上与 Hd−n

X◦ (O) 等同。连同这一等同，它在唯一同构意义下唯一。若 X 完备，
则

IHi

(
X(C)

)
⊗ C = Hd+n−i(Z,Ω∗(j!∗OX◦

))
.

右端既可理解为：在赋予 Zariski 拓扑的 Z 上，取复形 Ω∗(j!∗OX◦) 的超上同调（hyper-
cohomology；法：hypercohomologie）；也可理解为：在赋予通常拓扑的 Z(C) 上，取以
j!∗OX◦ 为系数的全纯 de Rham复形的超上同调。若 X 不必完备，同样可得到由局部有
限链定义的相交同调版本；通常意义下 X(C)的相交同调群，则由 Z(C)上 Ω∗(j!∗OX◦)

的紧支集超上同调给出。
不与 C 张量时，IHi(X(C)) 也可表为超上同调群。我们将证明：若 X 是维数为

n的不可约代数簇，则导出范畴 D(X(C),Q)中存在如下对象 IC。其上同调层 Hi(IC)

可构造（constructible；法：constructible），并且在 i /∈ [−2n,−n] 时为零。它由下列三
个条件唯一确定：

(a) 存在 X 的稠密 Zariski 开子集 U，使得 IC|U(C) 同构于仅在次数 −2n 处为常值
层 Q 的复形；

(b) 对 i > −2n，上同调层 Hi(IC) 的支集之复余维至少为 i− 2n+ 1；4

(c) X 的每个余维 c > 0 的不可约子簇 Z 都含有稠密开子集 V，使得支集上同调层
Hi
V (C)(IC) 在 i ≤ −2n+ c 时为零。

连同 (a) 中给定的同构，IC 在唯一同构意义下唯一，并且

IHi

(
X(C)

)
= H−i

c

(
X(C), IC

)
.

以下换一种方式编号会更方便。在本导论余下部分，记

IH ′,i(X(C)
)
:= IHn−i

(
X(C)

)
, IC ′ = IC[−n],

于是
IH ′,i(X(C)

)
= Hi

c

(
X(C), IC ′).

IHi(X(C)) 仅在 i ∈ [0, 2n] 时可能非零，而 IH ′,i(X(C)) 仅在 i ∈ [−n, n] 时可能非零。
条件 (b)、(c) 可改写如下：X 的每个维数为 d 的真不可约子簇 Z，都含有稠密 Zariski
开子集 V，使得

(b’) 当 i ≥ −d 时，Hi(IC ′) 在 V (C) 上的限制为零；

(c’) 当 i ≤ −d 时，Hi
V (C)(IC

′) = 0。

3据勘误第 2 条修正。原文此处的 en terme 应为 en termes，不影响中文译意。
4译者注：原书及英文排印版均作 i− 2n+ 1，这里依原文保留；但该式与下文的等价条件 (b′) 不相容，疑应为

i+ 2n+ 1。此项不见于 2018 年版所附勘误表。
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0 导论

设 X 为复代数簇。所谓 X 上的崴层（perverse sheaf；法：faisceau pervers），是
指导出范畴 D(X(C),Q) 中的对象 K，其上同调层 HiK 可构造，且在 |i| 充分大时为
零（即 K ∈ Db

c(X(C),Q)），并满足下述条件：X 的每个维数为 d 的不可约子簇 Z 都
含有稠密 Zariski 开子集 V，使得

(b”) 当 i > −d 时，Hi(K)|V (C) = 0；

(c”) 当 i < −d 时，Hi
V (C)(K) = 0。

注意：若 X 不可约，这里并不排除 Z = X。此时 IC ′ 是崴层。
条件 (b”) 等价于

dimSuppHiK ≤ −i,

因而 i > 0 时 HiK = 0。M. Artin 在证明仿射簇的上同调维数定理时已经引入了这类
条件（SGA 4 XIV §2–4）。条件 (c”) 一类的条件则常见于代数凝聚层理论，在那里称
为深度条件（depth condition；法：condition de profondeur）。
“崴层”既不是通常意义下的层，“崴”也不是对象本身的性质，因此这个名称需

要说明。我们中有些人并不喜欢原文的 pervers 一词；它来自“崴度”perversité。在
IHp(X) 中，崴度 p 衡量允许闭链偏离于分层横截性的程度。那么，为何仍称为“层”？
若把系数由 Q 换成 C，并设 X 为纯 n 维光滑簇，则函子

M 7−→ Ω∗(M)[n]

（解析 de Rham 复形）给出如下两个范畴之间的等价：X 上具有正则奇点（包括无穷
远处）的代数和乐模，与 X 上的崴层。对任意嵌入纯 d 维光滑簇 Z 的闭子簇 X，应
改为考虑 Z 上支集含于 X 的和乐模，并采用函子

M 7−→ Ω∗(M)[d]|X(C).

光滑 X 上的和乐模是 DX-模的层；它们的性质提示了崴层的若干性质。仍以 Q 为系
数域，例如有：
由 [Kas75]，复流形上和乐模的平移解复形与平移 de Rham 复形均为 [KS90] 定义

10.3.1 意义下的崴层，且二者互为对偶。5

• X 上的崴层构成一个阿贝尔范畴。

• 崴层具有局部性：当 U 遍历 X 的 Zariski 开集时，U 上的崴层范畴构成一个叠
（stack；法：champ）。注意，导出范畴 Db

c(U(C),Q) 并不具有同样的性质。

• 对开嵌入 j : U ↪→ X 及其补集的闭嵌入 i : F ↪→ X，有一套与普通层相似的六函
子形式体系

j!, j
∗, j∗, i

∗, i∗, i
!.

相应的崴层函子在左上方标以 p。下面这条经验法则说明，普通层范畴中的哪些
结论能够推广到崴层：把层范畴换成其反范畴，并交换 j! 与 j∗、i∗ 与 i! 后所得的
对偶命题，也应成立。

5据勘误第 3 条修正。
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崴层

例如：

a) 若 F 是 X 上的崴层，则有正合列

0 −→ pi∗
pi!F −→ F −→ pj∗

pj∗F.

对普通层也有这一结论；其对偶是

j!j
∗F −→ F −→ i∗i

∗F −→ 0

的正合性。对崴层，相应的对偶正合列左端一般不能补零；普通层则可以。

b) 若 F 是 U 上的崴层，则有自然态射

α : pj!F −→ pj∗F.

对普通层，α 是单态射；其对偶命题“α 是满态射”一般不成立。对崴层，α 一
般也不是单态射。函子

j!∗ : F 7−→ Im
(
pj!F −→ pj∗F

)
称为中间扩张（intermediate extension / middle extension；法：prolongement in-
termédiaire），对我们十分重要。若 X 是维数为 n 的不可约簇，U 是光滑稠密
Zariski 开子集，而 Q[n] 是 U(C) 上仅在次数 −n 处为常值层 Q 的崴层，则

IC ′(X) = j!∗
(
Q[n]

)
.

在某些方面，崴层的性质甚至优于普通层。例如：

• 在崴层的阿贝尔范畴中，每个对象都具有有限长度（finite length；法：longueur
finie）（参见和乐模的类似结论）。

• 若 j : U ↪→ X 是仿射开集的嵌入，则函子 pj∗ 正合。

• Db
c(X(C),Q) 上的 Verdier 对偶（Verdier duality；法：dualité de Verdier）把崴层
变为崴层。这解释了相交同调中的 Poincaré 对偶，也与光滑 X 上和乐模具有良
好对偶相呼应。

可构造普通层与崴层都构成 Db
c(X(C),Q) 的阿贝尔子范畴 C。在这两种情形中，

都有从 Db
c(X(C),Q) 到 C 的“上同调层”函子 H i，并服从同一套形式体系：长正合

列、把 K 剥离为 H iK[−i]等。普通层的范畴 C 适合处理逆像函子；崴层的范畴则适合
Verdier 对偶以及某些直像问题，例如仿射态射、消失圈（vanishing cycles；法：cycles
évanescents）和相对 Lefschetz 困难定理。

若 X 是代数闭域 k 上的有限型概形，则崴层的形式体系可以直接移植到 `-进上
同调中（` 与 k 的特征指数（characteristic exponent；法：exposant caractéristique）互
素）：只需把 Db

c(X(C),Q) 换成导出 Qℓ-范畴 Db
c(X,Qℓ)。特别地，对不可约 X 可定义

相交同调群 IHi(X,Qℓ)。当 k = C 时，它们与 IHi(X(C))⊗Qℓ 典范同构。

4



0 导论

对一般基域，困难在于当时文献中尚无可用的 Db
c(X,Qℓ) 定义。O. Gabber 有一

个定义，但尚未写成文字。所幸，我们尤其关心有限域，而在有限域情形，一个朴素定
义已经足够；这是因为对任意有限域 k，H∗(Gal(k̄/k),Z/`) 都是有限的。
本书主要结果的一种表述如下：若 X0 是有限域 k 上的有限型概形，则 X0 上每

个混合（mixed；法：mixte）的简单崴层 F0 都是纯的（pure；法：pur）。“混合”这一
性质在所有通常运算下稳定，而且实践中几乎总能满足；“简单”则是指在崴层阿贝尔
范畴中为简单对象。若 X0 不可约，则崴层 IC ′ 简单且混合。记 q = |k|，取 k 的代数
闭包 k̄，令

X = X0 ⊗k k̄,

并令 F 为 F0 在 X 上的逆像。“纯”是一个局部性质；当 X 完备时，它保证存在整数
w（称为 F0 的权（weight；法：poids）），使 Frobenius F ∗ 在 H i(X,F ) 上的每个特征
值都是代数数，且其所有复共轭的绝对值都等于

q(w+i)/2.

在一维情形，这一结果等价于 [1] 1.8.4。此后，D. Kazhdan 与 G. Lusztig 在与
Schubert簇有关的若干特殊情形中也得到了它。第一个一般性证明由 O. Gabber给出，
与本书的证明不同。该定理提供了大量纯复形，从而使 [1] §6 对纯复形的研究获得了
更实质的内容。
下面概述本书各章。

第 1 章。 关于三角范畴（triangulated category；法：catégorie triangulée），我们以
J.-L. Verdier [10] 为基本参考。1.1 节给出若干补充、动机与例子。

在 1.2 节中，设三角范畴 D 带有满足公理 (1.2.0) 与 (1.2.4(ii)) 的全子范畴 C，即
一个可容许阿贝尔子范畴（admissibly abelian subcategory；法：sous-catégorie abélienne
admissible）。若 A是有足够多内射对象的阿贝尔范畴，且 D = D+(A)，并把它认作 A
中下有界内射复形的同伦范畴，则公理 1.2.0 保证：若 X,Y ∈ C，而 f, g : X ⇒ Y 是
同伦的复形态射，则该同伦在二阶同伦意义下唯一。也就是说，f 与 g 之间的两个同
伦 H1, H2 由某个二阶同伦 H ′ 联系；H ′ 又在三阶同伦意义下唯一，如此继续。我们将
证明 C 是阿贝尔范畴。

D 上的每个 t-结构（t-structure；法：t-structure）（1.3.1）都定义一个 D 的可容
许阿贝尔子范畴 C（1.2.5、1.3.6），称为该 t-结构的心（heart；法：cœur）；反向也有
部分结论（1.3.13）。设 A 为阿贝尔范畴，C 为 A 中对核、余核和扩张稳定的严格全
阿贝尔子范畴；记 DC(A) 为导出范畴中所有满足 H iK ∈ C 的 K 所成的全子范畴。则
DC(A) 的全子范畴对 (

D≤0
C (A), D≥0

C (A)
)

构成 DC(A) 上的 t-结构，其心为 C。1.3 节所体现的一条经验法则是：在这一模型情
形成立的结论，通常对任意 t-结构也成立。例如，可以定义截断函子 τ，以及上同调函
子 H0 : D → C 等。例外是 3.1 节：那里需要给 D 添加额外资料，才能构造自然函子
Db(C)→ D。
我们还研究 t-范畴（即带 t-结构的三角范畴）之间的正合函子 T 如何诱导其心之

间的函子 pT，以及该函子的正合性与伴随性质。
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1.4 节给出一种构造 t-结构的方法。第 2 章将用它构造以崴层范畴为心的 t-结构。
粗略地说，给定拓扑空间 X、开嵌入 j : U ↪→ X 及补集的闭嵌入 i : F ↪→ X，要由
D(U) 与 D(F ) 上的 t-结构导出 D(X) 上的 t-结构。即使 D(U) 与 D(F ) 上只是自然
t-结构（1.3.2）的平移，所得 t-结构也已经并不显然。

`-进上同调的需要迫使我们置身于更抽象的框架，在那里把 D(X)、D(U)与 D(F )

之间的关系形式化。正是在这一框架中，我们建立崴层范畴之间的函子 j!, j
∗, j∗, i

∗, i∗, i
!

以及中间扩张 j!∗ 的形式体系。

第 2 章。 在 2.1 节中，我们考虑分层空间 (X,S)，重复 1.4 的构造，为每个崴度函数
p : S → Z 在 D(X) 上赋予一个 t-结构。具体说，是把各片层 S 上 D(S) 的自然 t-结
构平移 p(S) 后再拼接起来。在 2.2 节中，我们考虑概形；取越来越细的代数分层，对
2.1 节的 t-结构取极限，得到所需 t-结构；同时也处理 `-进情形。

第 3 章。 本章技术性较强，收录若干补充材料；读者初读时不妨略过。
在 3.1节中，我们使用滤过导出范畴（filtered derived category；法：catégorie dérivée

filtrée）。在某些情形下，若 D是以 C 为心的 t-范畴，它们使我们能够定义函子 Db(C)→
D（3.1.10）。该函子全忠实的充要条件是：对每个 i > 0，函子

C × C −→ (Ab), (X,Y ) 7−→ HomD(X,Y [i])

均为可消去的（effaceable；法：effaçable）函子（3.1.16）。
在 3.2 节中，我们给出拼接局部给定的导出范畴对象的判据。在 i < 0 时各层

HiRHom消失的假设下，对象的拼接可以像普通层一样完成。该判据适用于崴层；̀ -进
情形已在 2.2.19 中以另一种方法处理。

在 3.3 节中，我们说明当系数由 Q（或 Qℓ）换成 Z（或 Zℓ）时，应如何修改相交
同调的形式体系。
第 4、5 章只考虑域 k 上的有限型概形（4.4 节除外）和中间崴度。第 4 章处理几

何结果；假设 k 代数闭几乎不损失一般性。第 5 章中 k 是有限域，所研究的现象是算
术的，但基变换到 k 的代数闭包后会产生几何推论。

第 4 章。 4.1 节把 M. Artin 关于仿射态射高阶直像的定理（SGA 4 XIV 3.1）置于崴
层这一自然框架中陈述。4.4节为邻近圈（nearby cycles；法：cycles proches）函子证明
一个类似定理。4.2 节用崴层及其函子性的语言，给出 4.1 和若干已知结果的推论。4.3
节证明崴层范畴既是 Artin 的，也是 Noether 的。4.5 节为纯性定理 5.3.4 的证明作准
备；其主题可概括为：“半维上同调群最大，也最有意思。”

第 5章。 设X0是有限域 k上的分离有限型概形，̄k是 k的代数闭包，X = X0⊗k k̄。5.1
节回顾 [1] 中关于权形式体系的若干定义与结果，并研究 X0 上的崴层和带 Frobenius
作用的 X 上崴层之间的关系。
依 [1] 3.3.1、6.2.3，若 K0 ∈ Db

c(X0,Qℓ) 的权不超过 w（weight at most w；法：
poids au plus w），则 H i

c(X,K) 的权不超过 w + i。当 K0 是崴层时，定理 5.2.1 给
出这一结论的逆命题。更准确地说，它给出对偶形式的逆命题：把 H i

c 换成 H i，并把
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0 导论

“≤”换成“≥”。只需对每个仿射概形 U 及平展（étale；法：étale）态射 U → X，在
H0(U,K) 上检验即可。把 H0 看成半维上同调群自有其理由。对仿射 U，由 4.1.1 可
知函子 K 7→ H0(U,K)（K 为崴层）右正合；这与普通层的“取一点处的茎”函子所
起的作用相近（参见 4.1.6）。

5.3 节由 5.2.1 推出：权不超过 w 的混合崴层的任意子商（subquotient；法：sous-
quotient）仍然权不超过 w（5.3.1）；中间扩张保持权（5.3.2、5.3.3）；简单混合崴层是
纯的（5.3.4）。若 K0, L0 是 X0 上的崴层，则在崴层阿贝尔范畴中，K0 被 L0 扩张的
扩张类群为

Hom(K0, L0[1]),

它在 Db
c(X0) 中计算。利用权不为零的 Frobenius 特征值不可能等于 1，我们证明某些

Ext1 消失；由此，每个混合崴层都具有函子性的递增权滤过 W，且 GrWi 纯且权为 i

（5.3.5）。
设 K0 ∈ Db

c(X0,Qℓ)，以 HiK0 表示通常意义的上同调层，以 pHiK0 表示崴意义下
的上同调层。假设 K0 混合。按定义，K0 的权不超过 w，当且仅当每个 HiK0 的权不
超过 w + i。5.4.1 证明，这又等价于每个 pHi(K0) 的权不超过 w + i。由对偶性，“权
至少为 w”也可在 pHi(K0) 上检验，却不能在 HiK0 上检验。

5.4.5 与 5.3.8 给出两个半单性（semisimplicity；法：semi-simplicité）结果。两者
都从 X0 上的纯对象 K0 出发，结论则关于其在 X 上的逆像 K：假设是算术的，结论
是几何的。5.4.5 证明

K '
⊕
i

pHi(K)[−i],

5.3.8 则证明每个 pHiK 都是简单崴层的直和。再结合纯性在真态射直像下稳定这一事
实，可推出局部不变圈定理（local invariant cycle theorem；法：théorème local des cycles
invariants）与整体不变圈定理（global invariant cycle theorem；法：théorème global des
cycles invariants）的推广（5.4.7、5.4.8，并由 5.4.9 加强）。5.4.10 证明相对 Lefschetz
困难定理。

第 6 章。 第 5 章的结果对有限域代数闭包 F 上有限型概形的上同调给出几何推论。
6.1 节说明把这些结果从 F 传递到 C 的初等方法。若命题属于代数闭域的一阶理论，
只需利用 C 同构于有限域代数闭包的某个超积即可；然而我们关心的命题乍看并不等
价于一阶命题，因此还须使用可构造性等结果，它们可以理解为表达了 `-进上同调的
某种可计算性。6.2 节应用这些原则，主要结果为 6.2.5、6.2.8、6.2.9、6.2.10。
最后指出几个本应在本书中占有一席之地、而我们未能完成的主题：

• 崴层与和乐模的关系。如导论所述，这一关系发挥了重要的启发作用；核心陈述
是 4.1.9，本书未予证明。

• 消失圈函子（4.4节只有部分结果）。只要给出可用的 `-进导出范畴定义，以及“显
然”态射的定义（换言之，这里仍有切实工作要做），我们便知道下列命题的证明：
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崴层

a) 设 X 是踪（trait；法：trait）6 (S, η, s) 上的有限型概形，邻近圈函子

RΨ : Db
c(Xη,Qℓ) −→ Db

c(Xs ×s s̄,Qℓ)

是 t-正合的；特别地，它诱导崴层范畴之间的正合函子，并与 Verdier 对偶
交换。

b) 若 S 是有限域上一条曲线 S1 在闭点处的 Hensel化，X/S 由 S1 上有限型概
形 X1 基变换而来，而 F1 是 X1 上的混合崴层，则 F1 与 RΨη(F1|Xη) 的权
滤过及后者上的单值作用（monodromy action；法：action de monodromie）
之间存在一条推广 [1] 1.8.5 的关系。

6.1 节也未说明如何把 (b) 的几何推论从 F 传递到 C。

• 最后，我们没有讨论 Fourier 变换。

0.0 记号与术语
本书末尾列有术语索引与记号索引，收录书中使用的主要新术语、新记号和非标

准术语、记号。
请注意：从 1.4 节起，导出层范畴之间通常记作

f∗, f
∗, f!, f

!

的函子，是通常写作 Rf∗、Rf ∗（或 Lf ∗）、Rf!、Rf ! 的导出函子；普通层范畴之间的
同名函子，则在左上方标以 o，它们对应崴度 0。

6译者注：本书将 trait 译作“踪”，指离散赋值环的谱；它是赋值环谱的一种特定情形。
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1 三角范畴的阿贝尔子范畴

1.1 三角范畴
关于三角范畴的定义和基本性质，参见 J.-L. Verdier [10]。本节说明 Verdier 的各

条公理–尤其是八面体公理–并作若干补充。

1.1.1 三角范畴

所谓三角范畴，是一个加性范畴 D，配备一个平移函子（translation functor；法：
foncteur de translation）

X 7−→ X[1],

以及一族形如
X −→ Y −→ Z −→ X[1]

的三角，称为好三角（distinguished triangle；法：triangle distingué）。要求平移函子是
范畴的自等价，并且好三角满足 [10, p. 3] 的公理 TR 1–TR 4。
平移函子的第 n 次迭代记为 X 7→ X[n]（n ∈ Z）。在图中，次数为 n 的箭头标以

(n)。好三角通常线性地写作

X −→ Y −→ Z −→ X[1]

（或简记为 (X,Y, Z)），也可画成

Z

X Y

(1)

若不致混淆，次数为 1 的箭头不再标注 (1)。记

Homn(X,Y ) := Hom(X,Y [n]).

反范畴 Dopp 的平移函子取自 X 7→ X[1] 的逆函子。于是，D 中次数为 n 的箭头
X → Y，在 Dopp 中给出同次数的箭头 Y → X。若 (X,Y, Z) 是 D 中的好三角，则规
定 (Z, Y,X) 为 Dopp 中的好三角。如此得到的 Dopp 仍是三角范畴，因此可以运用对
偶论证。
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崴层

在三角范畴中，每个态射 f : X → Y 都可以作为某个好三角 (X,Y, Z) 的第一条
边；Z 在同构意义下唯一，但同构一般并不唯一（同构唯一的一种情形见 1.1.10）。称
第三个顶点 Z 为 f 的一个锥（cone；法：cône）。对每个 T，好三角 (X,Y, Z) 都给出
正合列

Hom(T,X) −→ Hom(T, Y ) −→ Hom(T, Z)

和

Hom(Z, T ) −→ Hom(Y, T ) −→ Hom(X,T ).

好三角可以旋转：由 TR 2，
X

u−→ Y
v−→ Z

d−→ X[1]

为好三角，当且仅当

Y
v−→ Z

d−→ X[1]
−u[1]−−−→ Y [1]

为好三角。因此，上述正合列可以延长为长正合列。
三角范畴的公理来自以下 1.1.2–1.1.5 的例子。

1.1.2
设 A为加性范畴。定义范畴 K(A)：其对象是 A中对象组成的复形；对复形 K,L，

令

HomK(A)(K,L) = {K 到L 的复形态射之同伦类}.

K 的平移 K[1] 由

(K[1])n = Kn+1

给出，同时把微分变号。若 Z[1] 表示仅在次数 −1 处为 Z 的 Z-模复形，则按通常的
符号约定，K[1] = Z[1]⊗Z K。

每个逐次分裂的复形短正合列

0 −→ K −→ L −→M −→ 0

都定义一个三角：选择一个分裂 s :M → L（不要求它是复形态射），并把从 M 到 K

的次数为 1 的态射定义为 ds − sd。与这种方式所得三角同构的三角，定义为好三角。
这里的符号约定应与 [10] 一致，但与 [7, Ch. I, §2] 及 [8] 不同。
对每个复形态射 f : K → L，都存在 f ′ : K ′ → L′，它在 K(A) 中与 f 同构，并

且每个分量

f ′i : K ′i −→ L′i

都是分裂单态射。具体做法是：向 L 添加 K 上同伦于零的“锥”复形，并向 f 添加
K 到其锥的显然态射。这解释了 TR 1：每条箭头都能作为一个好三角的第一条边。
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1 三角范畴的阿贝尔子范畴

1.1.3
J.-L. Verdier 在 [10, pp. 13–19] 中说明，如何通过分式演算（calculus of fractions；

法：calcul de fractions）从一个三角范畴构造另一些三角范畴。若 A是阿贝尔范畴，则
其导出范畴 D(A)是由 K(A)对拟同构（quasi-isomorphism；法：quasi-isomorphisme）
取逆所得的三角范畴。复形的每个短正合列

0 −→ K −→ L −→M −→ 0

都在 D(A) 中定义一个好三角 [10, p. 31]。

1.1.4
更一般地，设 A 是 D. Quillen 意义下的正合范畴（exact category；法：catégorie

exacte）7。也就是说，A是一个加性范畴，并带有一类满足适当公理的“短正合列”E。
记 (̃A, E) 为从 A 到阿贝尔群范畴 Ab 的加性左正合反变函子所成的范畴；这里“左
正合”是指把 E 中的序列变为正合列

0 −→ F (C) −→ F (B) −→ F (A).

关于这一表述须作如下订正与补充。8 对 E 中的序列

(∗) 0 −→M
i−→ N

j−→ P −→ 0,

应要求 j 是 i 的余核，使 A 7→ hA 有定义；并要求 (̃A, E) 为阿贝尔范畴，且 A 7→ hA
的本质像对扩张封闭。在这些条件下，施加在 E 上的公理可用下列条件表达：

(a) 存在从 A 到某个阿贝尔范畴的全忠实加性函子 F，其本质像对扩张稳定（stable
under extensions；法：stable par extensions），并且一个序列属于 E 当且仅当它
在 F 下的像是短正合列；

(b) 函子 A 7→ hA 从 A 到 (̃A, E) 全忠实，并且一个序列属于 E 当且仅当它的像是
短正合列。

条件 (b) 若不加上述假设并不充分。Gabber 的反例是：令 A 为形如 Zn⊕ (Z/2)m

的有限生成交换群所成的范畴，并令 E 为在交换群范畴中正合的序列。此时可容许满
态射就是满同态，并给出 Grothendieck 预拓扑；然而

Z 2−→ Z 2−→ Z

中两个可容许单态射的复合不再可容许，故 A 不是正合范畴。又要保证 (̃A, E) 为阿
贝尔范畴，一组充分条件是：对每个 (∗) ∈ E，i 是 j 的核；并且可容许满态射沿任意
态射的纤维积可表示，所得投影仍同构于可容许满态射。在前一条件下，加性反变函
子 F 属于 (̃A, E)，等价于对每个 (∗) ∈ E 都有

F (P )
∼−→ ker

(
F (N) ⇒ F (N ×P N)

)
.

7D. Quillen, Higher algebraic K-theory I, Lecture Notes in Math. 341 (1973), pp. 77–139，尤其见 pp. 15–16。
8据勘误第 4 条修正。
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Quillen 所断言的嵌入见 [Lau83]；若 A 不是小范畴，还须另行处理通常的大小问题。
假设 A 的每个态射都有核。若 A 中对象组成的复形 K 满足各序列

0 −→ ker(dn) −→ Kn −→ ker(dn+1) −→ 0

均短正合，就称 K 零调（acyclic；法：acyclique）；等价地，K 在 (̃A, E) 中的像 hK
零调。K(A) 中由零调复形组成的全子范畴 (acycl.) 是 [10, p. 13] 意义下的厚子范畴
（thick subcategory；法：sous-catégorie épaisse）。导出范畴

D(A) = K(A)/(acycl.)

由 K(A) 对所有锥为零调复形的态射取逆而得。

例 1. 设 A 为阿贝尔范畴，F (A) 为 A 中带有限滤过的对象所成的范畴。对 F (A) 中
的序列

0 −→ X
f−→ Y

g−→ Z −→ 0,

若 gf = 0，且对每个 n，序列

0 −→ GrnX −→ Grn Y −→ Grn Z −→ 0

在 A 中正合，就称原序列正合。范畴 DF (A) 就是滤过导出范畴：它由 KF (A) 对滤
过拟同构取逆而得。

例 2. 设 A 为 Banach 空间范畴。若把短正合列取为忘掉拓扑后成为正合列的序列

0 −→ X
f−→ Y

g−→ Z −→ 0,

则 1.1.4 的条件成立。若进一步只取那些使投影 Y → Z 有连续截面（不要求线性）的
序列，条件仍然成立。

1.1.5
稳定同伦范畴（stable homotopy category；法：catégorie homotopique stable）也是

三角范畴。其对象取为二元组 (X,n)，其中 X 是有限带基点 CW 复形，n ∈ Z。群

Hom
(
(X,n), (Y,m)

)
是下列群关于 i 的归纳极限：保持基点的映射

Sn+iX −→ Sm+iY

的同伦类群。平移函子为

(X,n) 7−→ (X,n+ 1) ' (SX, n),

好三角则由子复形嵌入 X ↪→ Y 定义：

X ↪→ Y −→ Y /X −→ SX −→ · · · .

12



1 三角范畴的阿贝尔子范畴

函子
H0 : (X,n) 7−→ H̃−n(X)

（约化同调）是一个上同调函子 [10, p. 10]

(稳定同伦范畴) −→ (阿贝尔群).

“约化链复形”构造把它提升为正合函子 [10, p. 4]

(稳定同伦范畴) −→ D(Ab).

1.1.6
八面体图（octahedral diagram；法：diagramme de l’octaèdre）如下。它可拆成两

个有共同周界的图：

X ′ Z

d

+ Y +

d

Z ′ X

(1)

(1)

(1)

X ′ Z

+

d Y ′ d

+

Z ′ X

(1)

(1)

(1)
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第一图称为上帽图（upper cap；法：calotte supérieure），第二图称为下帽图（lower cap；
法：calotte inférieure）。两图的周界相同；标 + 的三角要求可交换，标 d 的三角要求
为好三角。还要求从 Y 经 Z 或 Z ′ 到 Y ′ 的两条复合箭头相同，从 Y ′ 经 X 或 X ′ 到
Y 的两条复合箭头也相同。若略去箭头的次数，这个图具有四阶对称性：转过四分之
一周，同时交换上帽与下帽（见 1.1.14）。

三角范畴的公理 TR 4断言：每个上帽图都可以补成一个八面体图。实质上，上帽
图由两个共享一个顶点的好三角组成，再添上复合箭头即可。次数为 1 的箭头的位置
虽已确定，却可通过平移各顶点并用公理 TR 2 旋转好三角而改变；此时须留意符号。
例如，在 TR 1–TR 3 下，TR 4 等价于：

TR 4′. 每个下帽图都可以补成一个八面体图。
在同构意义下，给出一个上帽图等同于给出一列箭头 X → Y → Z：只须分别在

这两条箭头上构造好三角，而所得好三角在同构意义下唯一。也等同于给出再由好三
角 (X,Z, Y ′) 补全的上帽图。这个补全后的上帽图还能补成八面体，正是 [10] 中 TR 4
的表述。

1.1.7 公理 TR 4 的说明
在例 1.1.2 的三角范畴 K(A) 中，设滤过复形 K 带有三阶滤过

0 = W−1 ⊂ W0 ⊂ W1 ⊂ W2 = K,

且该滤过逐次分裂。于是它定义一个八面体；按顺序取

(X,Y, Z,X ′, Y ′, Z ′) = (W0,W1,W2,W2/W1,W2/W0,W1/W0).

所以周界上的 (X,Z,X ′, Z ′) 就是

(GrW0 K,K,GrW2 K,GrW1 K).

公理之所以成立，是因为任意复形态射链 K → L → M 在 K(A) 中都同构于某条
K ′ → L′ →M ′，并且各 K ′i → L′i、L′i →M ′i 都是分裂单态射。
八面体图有时可改写为下列形式：

Z ′

Y Y ′

X Z X ′

(1.1.7.1)

图中还隐含四个好三角的次数为 1 的末箭头。这样写突出了好三角之间的态射

(X,Y, Z ′) −→ (X,Z, Y ′) −→ (Y, Z,X ′) −→ (Z ′, Y ′, X ′),

14



1 三角范畴的阿贝尔子范畴

但对每个态射，都有一个相应的可交换方块未直接显现。另一方面，这种写法破坏了
一项对称性，因而补足上述序列的好三角态射

(Z ′, Y ′, X ′) −→ (Z ′, X[1], Y [1])

也未直接显现。

1.1.8
在阿贝尔范畴中，两条可复合的单态射 X → Y → Z 给出如下短正合列图：

0 0

0 X Y Z ′ 0

0 X Z Y ′ 0

X ′ X ′

0 0

(1.1.8.1)

它表达了
(Z/X)/(Y /X) = Z/Y.

图 (1.1.7.1) 与 (1.1.8.1) 的关系如下。设 (1.1.8.1) 是 A 中对象的复形所成阿贝尔范
畴 C(A) 中的图。C(A) 中每个短正合列都在 D(A) 中定义一个好三角 [10, p. 31]；由
(1.1.8.1) 各短正合列得到的好三角构成八面体图 (1.1.7.1)。

以下是一个特例。借助函子

A 7−→仅在次数 0 处为 A 的复形,

把阿贝尔范畴 A 看作 D(A) 的全子范畴。对 A 中任意短正合列

0 −→ A −→ B −→ C −→ 0,

恰有一条次数为 1 的箭头 d : C → A，使三角

A −→ B −→ C
d−→ A[1]

为好三角。存在性是“复形的每个短正合列都定义好三角”的特例 [10, p. 31]；唯一性
由下文 1.1.10 以及 A,B ∈ A 时 Homn(A,B) = 0（n < 0）推出。对 n ≥ 0，该群就是
A 被 B 扩张的第 n 个 Yoneda Ext。若从 A 中的图 (1.1.8.1) 出发，在 D(A) 中把其中
每个短正合列补成好三角，便得到图 (1.1.7.1)；这是 TR 4 的推论。
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命题 1.1.9. 设 (X,Y, Z) 与 (X ′, Y ′, Z ′) 为两个好三角，并给定 g : Y → Y ′：

X Y Z X[1]

X ′ Y ′ Z ′ X ′[1].

u

f

v

g

d

h

u′ v′ d′

以下条件等价：

(a) v′gu = 0；

(b) 存在 f 使左方块可交换；

(b′) 存在 h 使右方块可交换；

(c) 存在三角态射 (f, g, h)。

若这些条件成立且 Hom−1(X,Z ′) = 0，则 (b) 中的 f 与 (b′) 中的 h 都唯一。

证明. 把正合列

Hom−1(X,Z ′) −→ Hom(X,X ′) −→ Hom(X,Y ′) −→ Hom(X,Z ′)

应用于 gu ∈ Hom(X,Y ′)，便得 (a)⇔(b)；若 Hom−1(X,Z ′) = 0，还得到 f 的唯一性。
(b)⇒(c) 来自 TR 39：若 f 满足 (b)，便存在 h 使 (f, g, h) 成为三角态射。逆向显然。
最后，对偶论证给出 (a)⇔(b′)，以及同一消失条件下 h 的唯一性。 □

推论 1.1.10. 设
X

u−→ Y
v−→ Z

d−→ X[1]

为好三角。若 Hom−1(X,Z) = 0，则：

(i) u 的锥在唯一同构意义下唯一；

(ii) d 是唯一使
X

u−→ Y
v−→ Z

x−→ X[1]

成为好三角的态射 x : Z → X[1]。

证明. 在 1.1.9 中取 X = X ′、Y = Y ′，并令 f, g 为恒等态射。于是 Z ' Z ′，故
Hom−1(X,Z ′) = 0；(i) 随即由 h 的唯一性得到。对 (ii)，把 1.1.9 应用于

X Y Z X[1]

X Y Z X[1].

u v d

h

u v x

必有 h = IdZ，从而 d = x。对偶地，在 1.1.10 的条件下，v 的锥也在唯一同构意义下
唯一。 □

9据勘误第 5 条修正。
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1 三角范畴的阿贝尔子范畴

下面的命题由 J.-L. Verdier 告知我们。

命题 1.1.11. 每个可交换方块

X ′ Y ′

X Y

都可以补成下列九宫图：

X ′[1] Y ′[1] Z ′[1] X ′[2]

X ′′ Y ′′ Z ′′ X ′′[1]

X Y Z X[1]

X ′ Y ′ Z ′ X ′[1]

−

其中虚线箭头由实线箭头施以平移函子得到。除标有 − 的方块外，其余方块均可交换；
标有 − 的方块则反交换（anti-commutative；法：anticommutatif）。所有实线行与实线
列都是好三角。

证明. 以给定可交换方块的四条边及其对角线 X ′ → Y 为底，选取好三角

(X ′, Y ′, Z ′), (X,Y, Z), (X ′, X,X ′′), (Y ′, Y, Y ′′), (X ′, Y, A).

公理 TR 4 可将下列两个图补成八面体：

X ′ Y ′ Z ′

X ′ Y A

Y ′′ Y ′′

X ′ X X ′′

X ′ Y A

Z Z.

二者的底分别为 X ′ → Y ′ → Y 与 X ′ → X → Y。再以 X ′′ → A→ Y ′′ 为底补成第三
个八面体，使其中的好三角 (A, Y ′′, Z ′[1]) 由第一个八面体中的 (Z ′, A, Y ′′) 旋转而来；
这里须改变箭头 Z ′ → A 的符号。
所需的好三角均出现在这三个八面体中。唯一的例外只是 (Z ′, Z, Z ′′) 以旋转后的

形态 (Z,Z ′′, Z ′[1]) 出现；把箭头 Z ′ → Z 变号，便由后者得到前者。
下面验证所需的可交换性与反交换性。X ′, Y ′, Z ′ 到 X,Y, Z 的箭头，是八面体 (1)、

(2) 中三角态射的复合

(X ′, Y ′, Z ′) −→ (X ′, Y, A) −→ (X,Y, Z).
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X,Y, Z 到 X ′′, Y ′′, Z ′′ 的箭头，是八面体 (2)、(3) 中

(X,Y, Z) −→ (X ′′, A, Z) −→ (X ′′, Y ′′, Z ′′)

的复合；而 X ′′, Y ′′, Z ′′ 到 X ′[1], Y ′[1], Z ′[1] 的箭头，是八面体 (3)、(1) 中

(X ′′, Y ′′, Z ′′) −→ (A, Y ′′, Z ′[1]) −→ (X ′[1], Y ′[1], Z ′[1])

的复合。末一箭头由八面体 (1) 中的三角态射

(Z ′, A, Y ′′) −→ (Z ′, X ′[1], Y ′[1])

旋转得到。在好三角 (X ′[1], Y ′[1], Z ′[1]) 中，次数为 1 的箭头与好三角 (X ′, Y ′, Z ′) 的
次数为 1 箭头之平移相差一个负号；这就解释了第九个方块为何反交换。 □

注记 1.1.12. 复形正合列的一个可交换方块在导出范畴中定义一个九宫图。第九个
方块的反交换性，恰好给出相应余边界态射的反交换性。

注记 1.1.13. 在通常的三角范畴中（A 加性时的 K(A)、A 正合时的 D(A)、稳定
同伦范畴等），每个“八面体上帽”都可补成一个八面体，使下列三角也为好三角：

Y −→ Y ′ −→ X ′ ⊕X[1]
(1)−→ Y

以及
Y −→ Z ⊕ Z ′ −→ Y ′ (1)−→ Y.

除 Y ′ → X[1] 与 Z ′ → Y ′ 分别取为八面体中相应箭头的相反数外，其余箭头均来自八
面体。一般情形是否如此，我们并不知道。若这些三角确有用处，或许应加强三角范
畴的公理 TR 4，重新定义“八面体”，使这些三角按定义即为好三角。

注记 1.1.14. 三角图与八面体图有如下推广；N = 3 与 N = 4 时，分别回到前两
者。对 N ≥ 2，一个这样的图由以下数据组成：

(a) 对 Z 的每个区间 I，若 0 < #I < N，给定对象 K(I)。

(b) 若 I = [a, b[、J = [c, d[，定义

I ≤ J ⇐⇒ a ≤ c 且 b ≤ d.

对 I ≤ J，给定箭头 ϕJI : K(I)→ K(J)，满足

ϕKJϕJI = ϕKI , ϕII = Id .

若 I = [a, b[、J = [c, d[ 且 b ≤ c，则 ϕJI = 0。

(c) 对 I = [a, b[，定义 I∗ = [b, a+N [。给定同构

K(I∗)
∼−→ K(I)[1],

并要求对 I ≤ J，下图可交换：

K(I)[1] K(I∗)

K(J)[1] K(J∗)

∼

φJI [1] φJ∗I∗

∼

18
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(d) 若 a < b < c < a+N，则由各 ϕ 组成的三角

K([a, b[) −→ K([a, c[) −→ K([b, c[) −→ K([b, a+N [) = K([a, b[)[1]

是好三角。

一个带 (N − 1) 阶逐次分裂滤过的复形，在 K(A) 中定义这样的图。若 K 的滤过
W 取为递增滤过，且

W0K = 0, WN−1K = K

（即 i /∈ [1, N − 1] 时 GrWi K = 0），则对 1 ≤ a < b ≤ N，有

K([a, b[) = Wb−1K/Wa−1K, K({0}) = K[−1].

1.2 阿贝尔子范畴

1.2.0

设 D 为三角范畴，C 为 D 的全子范畴。假设对 X,Y ∈ C 以及 i < 0，均有

Homi(X,Y ) := Hom(X,Y [i]) = 0.

例 1.2.1. D 是阿贝尔范畴 A 的导出范畴 D(A)，而 C = A；这里借助函子

A 7−→仅在次数 0 处为 A 的复形

把 A 等同于 D 的全子范畴。

命题 1.2.2. 设 f : X → Y 是 C 中的态射。把 f 补成好三角

X −→ Y −→ S −→,

并假设 S 又出现在某个好三角

N [1] −→ S −→ C −→, N, C ∈ C.
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换言之，有图

N [1] C

d

+ S +

d

X Y.

(1)

α (1) β

(1)

f

(1.2.2.1)

其中标 + 的三角可交换，标 d 的三角为好三角。于是

α[−1] : N −→ X

是 f 在 C 中的核，而 β : Y → C 是其余核。

证明. 对 Z ∈ C，Hom 的长正合列与 1.2.0 给出正合列

0 −→ Hom−1(Z, S) −→ Hom(Z,X) −→ Hom(Z, Y )

以及
0 −→ Hom(Z,N) −→ Hom−1(Z, S) −→ 0.

它们说明 (N,α[−1]) 是 f 的核。对偶论证说明 (C, β) 是其余核。 □

例. 对例 1.2.1 中的 A ⊂ D(A)，态射 f : X → Y 的锥 S 是复形

X
f−→ Y

（X 位于次数 −1，Y 位于次数 0）。它含有子复形

ker(f)[1] = H−1(S)[1],

而商复形 X/ ker(f)→ Y 拟同构于置于次数 0 的

coker(f) = H0(S).

由此得到图 (1.2.2.1)。
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1.2.3
若 C 中的态射 f : X → Y 是某个图 (1.2.2.1) 的底边，则称它为 C-可容许态射

（C-admissible morphism；法：morphisme C-admissible）；上下文无歧义时，简称可容
许态射。
若 f 为单态射，则由 1.2.2有 N = 0，故 S

∼−→ C，图 (1.2.2.1)化为好三角 (X,Y,C)。
若 f 为满态射，则 C = 0，故 N [1]

∼−→ S，图 (1.2.2.1) 化为好三角 (N,X, Y )。反过来，
若 C 含有零对象，则对任意好三角10

X
f−→ Y

g−→ Z
d−→ X[1], X, Y, Z ∈ C,

f 与 g 均可容许；f 是 g 的核，g 是 f 的余核。由 1.2.0 与 1.1.10，d 由 f, g 决定。
若 C 中的序列 X → Y → Z 是从某个好三角删去次数为 1的箭头所得，就称它为

可容许短正合列（admissible short exact sequence；法：suite exacte courte admissible）。
命题 1.2.4. 假设 C 对有限直和稳定。以下条件等价：

(i) C 是阿贝尔范畴，并且它的短正合列均可容许；

(ii) C 的每个态射都是 C-可容许的。

证明. 先证 (ii)⇒(i)。由 1.2.2，C 的每个态射都有核与余核。要证 C 为阿贝尔范畴，
只剩验证

Coim(f)
∼−→ Im(f).

把图 (1.2.2.1) 看作八面体的下帽，并用 TR 4′（见 1.1.7）补成八面体。若把新顶点记
为 I，所得上帽可写成

C Y

d

+ I +

d

N [1] X.

β

(1)

(1)

f

α (1)

由 1.2.2，β 作为 f 的余核是满态射。再由 1.2.3，好三角 (I, Y, C) 表明 I ∈ C，且 I 是
f 的像。11对偶地，由上帽中另一个好三角旋转得到的好三角 (N,X, I) 表明 I 是 f 的
余像。最后仍由 1.2.3，C 中的短正合列均可容许。

10据勘误第 6 条修正。
11译者注：这里省略了对假设 (ii) 的一次使用。由 (ii)，β 可容许；由 1.2.3，它可补成好三角 (kerβ, Y, C)。锥
的同构唯一性（1.1.10 的对偶断言）把 I 与 kerβ ∈ C 等同。
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再证 (i)⇒(ii)。态射 f : X → Y 的核 N、余核 C 与像 I 给出两个短正合列

0 −→ N −→ X −→ I −→ 0, 0 −→ I −→ Y −→ C −→ 0.

它们是两个好三角，并组成上面的上帽图。应用 TR 4 得到下帽图，故 f 可容许。 □

定义 1.2.5. 若 D 的全子范畴 C 满足 1.2.0 及 1.2.4 中的等价条件，就称 C 为可容
许阿贝尔子范畴。

1.2.6
在三角范畴 D 中，若存在好三角 (X,Y, Z)，有时称 Y 是 Z 被 X 扩张所得的对

象。若对每个满足 X,Z ∈ D′ 的好三角 (X,Y, Z)，总有 Y ∈ D′，就称子范畴 D′ ⊂ D

对扩张稳定。

1.3 t-范畴

定义 1.3.1. 所谓 t-范畴，是一个三角范畴 D，配备两个严格全子范畴（strictly full
subcategory；法：sous-catégorie strictement pleine）D≤0 与 D≥0。令

D≤n := D≤0[−n], D≥n := D≥0[−n],

并要求：

(i) 若 X ∈ D≤0、Y ∈ D≥1，则 Hom(X,Y ) = 0；

(ii) D≤0 ⊂ D≤1，且 D≥0 ⊃ D≥1；

(iii) 对任意 X ∈ D，存在好三角 (A,X,B)，其中 A ∈ D≤0、B ∈ D≥1。

也称 (D≤0, D≥0) 为 D 上的一个 t-结构；其心是全子范畴

C := D≤0 ∩D≥0.

例 1.3.2.

(i) 设 A 为阿贝尔范畴。D(A) 上的自然 t-结构由下列条件定义：D(A)≤n（相应地，
D(A)≥n）由满足

H iK = 0 (i > n)
(
相应地i < n

)
的复形 K 组成；等价地，K 拟同构于一个在次数 > n（相应地 < n）处为零的
复形。

验证 1.3.1(iii)。对任意复形 K，截断 τ≤0K 是 K 的子复形

· · · −→ K−1 −→ ker(d0) −→ 0 −→ · · · .
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1 三角范畴的阿贝尔子范畴

注意，[7] 把这个截断记作 σ≤0K，[8] 则记作 t0]K。令

τ≥1K := K/τ≤0K.

于是 τ≤0K ∈ D(A)≤0、τ≥1K ∈ D(A)≥1，而短正合列

0 −→ τ≤0K −→ K −→ τ≥1K −→ 0

给出所需的好三角。1.3.1(i)、(ii) 留给读者验证。

(ii) 若 (D≤0, D≥0) 是 D 上的 t-结构，则对每个整数 n，(D≤n, D≥n) 也是 t-结构，称
为由前者平移所得。

(iii) 若 (D≤0, D≥0) 是 D 上的 t-结构，则(
(D≥0)opp, (D≤0)opp)

是反三角范畴 Dopp 上的 t-结构，称为对偶 t-结构。由此可作对偶论证：若把一
个断言应用到对偶 t-范畴便得到另一个断言，就称二者互为对偶。

以下设 D 为 t-范畴。

命题 1.3.3.

(i) 包含函子 D≤n ↪→ D 有右伴随（right adjoint；法：adjoint à droite）τ≤n；包含
函子 D≥n ↪→ D 有左伴随（left adjoint；法：adjoint à gauche）τ≥n。

(ii) 对每个 X ∈ D，恰有一个态射

d ∈ Hom1(τ≥1X, τ≤0X)

使三角
τ≤0X −→ X −→ τ≥1X

d−→ τ≤0X[1]

为好三角。在唯一同构意义下，这是唯一满足 A ∈ D≤0、B ∈ D≥1 的好三角
(A,X,B)。

证明. 由对偶性与平移，只须对 D≤0 验证 (i)。也就是说，对每个 X ∈ D，须找出
A ∈ D≤0 及态射 A→ X，使对任意 T ∈ D≤0，映射

Hom(T,A)
∼−→ Hom(T,X)

为同构；这时 A 就是 τ≤0 在 X 处的值。取 1.3.1(iii) 中的好三角 (A,X,B)。Hom 的长
正合列与 1.3.1(i)、(ii) 给出上述同构，故 A = τ≤0X。
这证明了 (i)，也证明好三角

(τ≤0X,X, τ≥1X)

存在，并且每个 1.3.1(iii) 中的好三角 (A,X,B)，在忘掉次数为 1 的箭头之后，都唯一
同构于它。末一箭头的唯一性来自 1.3.1(i)、(ii) 与 1.1.10(ii)。 □
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1.3.4
好三角 (τ≤0X,X, τ≥1X) 表明，以下条件等价：

(a) τ≤0X = 0；等价地，

(a′) 对每个 T ∈ D≤0，Hom(T,X) = 0；

(b) X ∼−→ τ≥1X；等价地，

(b′) X ∈ D≥1。

等价关系 (a′)⇔(b′)可表述为：D≥1 是 D≤0 的右正交。这说明 D≥1 对扩张稳定（1.2.6）。
对偶地，

τ≥1X = 0⇐⇒ X ∈ D≤0;

D≤0 是 D≥1 的左正交，也对扩张稳定。特别地，D≤0 与 D≥1 都对有限直和稳定。
若 a ≤ b，则 D≤a ⊂ D≤b，因而恰有一个态射 τ≤aX → τ≤bX 使下图可交换：

τ≤aX τ≤bX

X.

这个态射把 τ≤aX 等同于 τ≤aτ≤bX。对偶地，有态射

τ≥aX −→ τ≥bX,

并据此把 τ≥bX 等同于 τ≥bτ≥aX。
对任意整数 a，简记

τ>a := τ≥a+1, τ<a := τ≤a−1.

由上面的第一段平移可得
X ∈ D≤a ⇐⇒ τ>aX = 0.

设 X ∈ D≤a。若 b > a，则 τ≥bX = 0；若 b ≤ a，则

τ>aτ≥bX = τ>aX = 0,

所以 τ≥b 把 D≤a 映入自身。

命题 1.3.5. 设 a ≤ b。对每个 X ∈ D，恰有一个态射

τ≥aτ≤bX −→ τ≤bτ≥aX

使下图可交换：
τ≤bX X τ≥aX

τ≥aτ≤bX τ≤bτ≥aX∼
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1 三角范畴的阿贝尔子范畴

而且这个态射是同构。

证明. 从 τ≤bX 到 τ≥aX ∈ D≥a 的箭头，唯一地经 τ≥aτ≤bX 分解12。后者属于 D≤b，
故该箭头又唯一地经 τ≤bτ≥aX 分解。这给出所求态射。
对 τ<aX → τ≤bX → X 应用 TR 4，得到八面体

Y

τ≤bX X τ≥aX

τ<aX τ>bX

(1.3.5.1)

在这个八面体中，由好三角 (τ<aX, τ≤bX,Y ) 及恒等式

τ<aX = τ<aτ≤bX,

可知 Y = τ≥aτ≤bX。另一方面，由好三角 (Y, τ≥aX, τ>bX)，可知 Y = τ≤bτ≥aX。故上
述态射为同构。以后记

τ[a,b]X := τ≥aτ≤bX
∼−→ τ≤bτ≥aX.

□

定理 1.3.6. t-范畴 D 的心
C := D≤0 ∩D≥0

是 D 的可容许阿贝尔子范畴，并且对扩张稳定（1.2.5、1.2.6）。函子

H0 := τ≥0τ≤0 : D −→ C

是上同调函子。

例. 在例 1.3.2 (i) 的情形13，C 由 D(A) 中同构于 A 的对象组成（相对于 A ↪→ D(A)
的自然嵌入），而 H0 就是通常的零次上同调函子。
证明. 设 X,Y ∈ C，f : X → Y 的锥为 S。好三角 (Y, S,X [1]) 表明

S ∈ D≤0 ∩D≥−1.

于是 τ≥0S 与 τ≤−1S 分别属于 C 与 C[1]，而好三角

(τ≤−1S, S, τ≥0S)

给出一个图 (1.2.2.1)。所以 C 是可容许阿贝尔子范畴；它对扩张稳定则由 1.3.4 得到。
还须证明：对每个好三角 (X,Y, Z)，序列

H0X −→ H0Y −→ H0Z

12据勘误第 7 条修正。
13据勘误第 8 条修正。
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正合。

情形 1. 若 X,Y, Z ∈ D≤0，则

H0X −→ H0Y −→ H0Z −→ 0

正合。事实上，对 U ∈ D≤0、V ∈ D≥0，有

H0U = τ≥0U, H0V = τ≤0V,

以及自然同构

Hom(H0U,H0V )
∼−→ Hom(U,H0V )

∼−→ Hom(U, V ).

对任意 T ∈ C，Hom 的长正合列给出

0 −→ Hom(Z, T ) −→ Hom(Y, T ) −→ Hom(X,T ),

也就是
0 −→ Hom(H0Z, T ) −→ Hom(H0Y, T ) −→ Hom(H0X,T ).

这对每个 T 都成立，故得到所需正合性。

情形 2. 若 X ∈ D≤0，则

H0X −→ H0Y −→ H0Z −→ 0

正合。对 T ∈ D≥1，Hom 的长正合列给出同构

Hom(Z, T )
∼−→ Hom(Y, T ),

因而 τ≥1Y
∼−→ τ≥1Z。对

Y −→ Z −→ τ≥1Z

应用 TR 4′（见 1.1.7），或者对 X → τ≤0Y → Y 应用 TR 4，便得到好三角

(X, τ≤0Y, τ≤0Z).

对它应用情形 1 即得结论。
情形 2∗. 对偶地，若 Z ∈ D≥0，则

0 −→ H0X −→ H0Y −→ H0Z

正合。

一般情形. TR 4 给出八面体，其中出现好三角14

(τ≤0X,Y, U), (U,Z, (τ≥1X)[1]).

把情形 2 用于第一个三角，得到

H0X −→ H0Y −→ H0U −→ 0;

把情形 2∗ 用于第二个三角，得到

0 −→ H0U −→ H0Z.

因此 H0X → H0Y → H0Z 正合。 □
14据勘误第 9 条修正。
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1 三角范畴的阿贝尔子范畴

1.3.7
若 ⋂

n

D≤n 与
⋂
n

D≥n

都只含零对象，就称这个 t-结构非退化（non-degenerate；法：non dégénérée）。记

H iX := H0(X[i]).

命题 1.3.7. 若 D 的 t-结构非退化，则函子族 (H i)i∈Z 是保守的（conservative；法：
conservatif）。而且，X ∈ D≤0（相应地，X ∈ D≥0）当且仅当

H iX = 0 对所有i > 0
(
相应地，对所有i < 0

)
.

证明. 先设 H iX 全部为零，并证 X = 0。若 X ∈ D≤0，则 H0X = 0 蕴含 X ∈ D≤1；
15反复使用这一点，得

X ∈
⋂
n

D≤n,

故 X = 0。对偶地，若 X ∈ D≥0，也有 X = 0。一般情形下，τ≤0X 与 τ≥1X 的所有上
同调对象仍为零，因而二者都为零；再由好三角 (τ≤0X,X, τ≥1X) 得 X = 0。
若态射 f : X → Y 的锥为 Z，且 f 在每个 H i 下都诱导同构，则上同调长正合列

说明 H iZ = 0；故 Z = 0，f 为同构。这证明函子族 (H i) 保守。
最后，若 i > 0 时 H iX = 0，则 τ>0X 的所有上同调对象均为零，于是 τ>0X = 0；

由 1.3.4，X ∈ D≤0。关于 D≥0 的断言由对偶性得到。 □

1.3.8
定理 1.3.6 从 D 上的一个 t-结构得到 D 的一个可容许阿贝尔子范畴 C。16它有一

个逆向结论，见下文 1.3.917；证明将一直延续到 1.3.14。本书后文不使用这一结果。

1.3.9
设 D 为三角范畴。记 Isom(D) 为 D 中对象的同构类集合；对 X ∈ D，以 [X] 表

示其同构类。对 Isom(D) 的两个子集 A,B，定义

A ∗B :=
{
[X]

∣∣存在好三角(U,X, V ), [U ] ∈ A, [V ] ∈ B
}
.

引理 1.3.10. 运算 ∗ 满足结合律。

15译者注：原文此处写作 D≤1。要使下文的递降论证成立，应读作 D≤−1；这由截断三角 (τ<0X,X,H0X) 立即
得到。

16据勘误第 10 条修正。
17译者注：原文此处引作 1.3.9；逆向结论实际陈述于 1.3.13，1.3.9 开始为其作准备。
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证明. 只须证明，对 X,Y, Z ∈ D，(
{[X]} ∗ {[Y ]}

)
∗ {[Z]} = {[X]} ∗

(
{[Y ]} ∗ {[Z]}

)
.

[T ]属于左端（相应地，右端），当且仅当存在对象 U 及好三角 (X,U, Y )、(U, T, Z)（相
应地，存在对象 V 及好三角 (Y, V, Z)、(X,T, V )）。这些三角分别组成八面体的上帽图
与下帽图。包含关系“⊂”由 TR 4 得到，反向包含由 TR 4′ 得到。 □

由引理 1.3.10，可以不加括号地定义一列子集的 ∗-积

A1 ∗ · · · ∗ Ap.

约定空列的 ∗-积为 {[0]}。

例 1.3.11.

(i) 设 A 是 D 的严格全子范畴，EA 是 D 中包含 A 与零对象、且对扩张稳定的最
小严格全子范畴。于是

[EA] =
⋃
q≥0

[A] ∗ · · · ∗ [A]︸ ︷︷ ︸
q 个因子

. (1.3.11.1)

(ii)“A 的每个态射都是 A-可容许的”（1.2.3）可改写为

[A] ∗ [A[1]] ⊂ [A[1]] ∗ [A]. (1.3.11.2)

1.3.12
设 C 是三角范畴 D 中对扩张稳定的可容许阿贝尔子范畴。
定义 Db 为 D 中包含所有 C[n]（n ∈ Z）且对扩张稳定的最小严格全子范畴。类

似地，定义 Db,≤0、Db,≥0 及 Db,I（I 是 Z 的区间）：分别只要求包含满足

−n ≤ 0, −n ≥ 0, −n ∈ I

的各个 C[n]，并取其扩张闭包（extension closure；法：clôture par extensions）。
若 I 是空区间，约定 Db,I 为只含零对象的范畴。于是对任意区间 I 都有18

Db,I = {A ∈ Db | HjA = 0，若j /∈ I}.

这里 Hj 指下面命题 1.3.13 所构造的 t-结构的上同调函子。

命题 1.3.13. 在 Db 上，(Db,≤0, Db,≥0) 是非退化 t-结构。若 a ≤ b，则

Db,[a,b] = Db,≥a ∩Db,≤b.

18据勘误第 11 条修正。
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1 三角范畴的阿贝尔子范畴

特别地，
C = Db,≥0 ∩Db,≤0.

证明. t-结构的公理 1.3.1(i) 来自 Hom 的长正合列与 1.2.0；公理 1.3.1(ii) 显然。由
于 C 对扩张稳定并满足 1.3.11(ii)，对 Z 的任一区间 I = [a, b]（a ≤ b），有

[Db,I ] = [C[−a]] ∗ · · · ∗ [C[−b]]. (1.3.13.1)

若 a ≤ c < b，令 J = [a, c]、K = [c+ 1, b]，则

[Db,I ] = [Db,J ] ∗ [Db,K ].

特别地，取 c = 0，可知 Db,I 的每个对象都是 Db,K ⊂ Db,≥1 中某对象被 Db,J ⊂ Db,≤0

中某对象扩张所得。由于 Db 是各 Db,I 的递增并，这就证明了 1.3.1(iii)。
再由 (1.3.13.1)，对 X ∈ Db,I，存在一列好三角

(Xi, Xi+1, Ai+1) (a ≤ i < b),

其中 Xa ∈ C[−a]，每个 Aj ∈ C[−j]，且 Xb = X。约定 Xa−1 = 0、Aa = Xa，并在序
列开头补上好三角

(Xa−1, Xa, Aa) = (0, Xa, Xa).

对这些三角应用上同调长正合列，并对 j 归纳可得：对每个 i，

H i(Xj) = 0 (i /∈ [a, j]), H i(Xj) = Ai[i] (i ∈ [a, j]).

特别地，
[X] ∈ {[Ha(X)[−a]]} ∗ · · · ∗ {[Hb(X)[−b]]}.

也就是说，X 是把各上同调对象置于相应次数后逐次扩张所得。由此立即得到 t-结构
的非退化性；也得到命题的第二项断言：若

X ∈ Db,≥a ∩Db,≤b,

则 i /∈ [a, b] 时 H iX = 0，从而 X ∈ Db,[a,b]。 □

注记 1.3.14. 设 D 为三角范畴，C 是满足 1.2.0 的全子范畴，并且 C 的每个态射
都可容许。1.2.4 的证明表明：C 的每个态射都有核与余核，

Im(f) = Coim(f),

而且 C 的每个短正合列都可容许。要使 C 成为阿贝尔范畴，所缺的只是有限直和的
存在性。
令 C ′ := EC 为 C 中对象的逐次扩张所成的范畴（1.3.11(i)）。Hom 的正合列表

明 C ′ 仍满足 1.2.0。另一方面，把 (1.3.11.1)、(1.3.11.2) 用于 C，再用 ∗ 的结合律，
得到

[C ′] ∗ [C ′[1]] ⊂ [C ′[1]] ∗ [C ′].
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也就是说，C ′ 的每个态射都可容许；故 C ′ 是 D 的可容许阿贝尔子范畴。
对 C ′ 应用 1.3.13。若从 C 出发、按 1.3.12 定义 Db、Db,≥0 与 Db,≤0，则

(Db,≤0, Db,≥0)

是 Db 上的 t-结构，其心为 C ′。

下面的命题给出介于截断函子 τ<0 与 τ≤0 之间的构造。

命题 1.3.15. 设 K ∈ D，并给定 C 中的短正合列

0 −→ A −→ H0K −→ B −→ 0.

(i) 存在 K ′ ∈ D≤0 及态射 a : K ′ → K，使对每个 L ∈ D≤0，a 把 Hom(L,K ′) 等同
于 Hom(L,K) 中由所有满足下述条件的 f 组成的子群：H0(f) 经 A 分解。换言
之，在 D≤0 中，K ′ 代表函子19

L 7−→ ker
(
Hom(L,K) −→ Hom(H0L,B)

)
.

一对 (K ′, a) 代表该函子，当且仅当

K ′ ∈ D≤0, τ<0K
′ ∼−→ τ<0K, H0K ′ ∼−→ A ⊂ H0K. (*)

(ii) 对偶地，存在 b : K → K ′′，其中 K ′′ ∈ D≥0；对每个 L ∈ D≥0，有正合列

0 −→ Hom(K ′′, L) −→ Hom(K,L) −→ Hom(A,H0L).

一对 (K ′′, b) 由下列条件刻画：

K ′′ ∈ D≥0, τ>0K
∼−→ τ>0K

′′, H0K ′′ ∼−→ B.

(iii) 存在次数为 1 的态射 d : K ′′ → K ′，并且由 1.1.10 知它唯一，使 (K ′, K,K ′′) 成
为好三角。

证明. 把复合态射
τ≤0K −→ H0K −→ B

补成好三角
(K ′, τ≤0K,B).

这个三角表明 K ′ ∈ D≤1且 H1K ′ = 0，从而 K ′ ∈ D≤0。若 L ∈ D≤0，则 Hom−1(L,B) =

0，故有正合列

0 −→ Hom(L,K ′) −→ Hom(L, τ≤0K) −→ Hom(L,B).

又有自然同构

Hom(L, τ≤0K)
∼−→ Hom(L,K), Hom(L,B)

∼−→ Hom(H0L,B).

19据勘误第 12 条修正。
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所以前一列可改写为

0 −→ Hom(L,K ′) −→ Hom(L,K) −→ Hom(H0L,B),

即 K ′ 代表 (i) 中的函子。
对 L ∈ D<0，K ′ 的泛性质给出

τ<0K
′ ∼−→ τ<0K.

好三角 (K ′, τ≤0K,B) 的上同调长正合列又给出

H0K ′ ∼−→ A.

反过来，若 K ′
1 满足 (*)，则 K ′ 的泛性质给出态射 u : K ′

1 → K ′；按假设，它在 τ<0 与
H0 下都诱导同构，故 u 本身是同构。这证明 (i)；(ii) 由对偶性得到。

最后，在 K ′ → τ≤0K → K 上构造八面体。所得新顶点记为 K ′′
1，其中出现好三角

(B,K ′′
1 , τ>0K).

这是 K ′′
1 的 1.3.1(iii) 型三角，故

K ′′
1 ∈ D≥0, H0K ′′

1 = B, τ>0K
∼−→ τ>0K

′′
1 .

由 (ii)，K ′′
1 与 K ′′ 等同；八面体中的 (K ′, K,K ′′

1 ) 即 (iii) 所需的好三角。 □

1.3.16
设 Di（i = 1, 2）为两个 t-范畴，Ci 为 Di 的心，并以 εi : Ci ↪→ Di 表示包含函子。

设
T : D1 −→ D2

为三角范畴间的正合函子 [10, p. 4]。若

T (D≤0
1 ) ⊂ D≤0

2 ,

称 T 右 t-正合（right t-exact；法：t-exact à droite）；若

T (D≥0
1 ) ⊂ D≥0

2 ,

称 T 左 t-正合（left t-exact；法：t-exact à gauche）；若二者兼具，则称 T 为 t-正合函
子。

命题 1.3.17.

(i) 若 T 左 t-正合（相应地，右 t-正合），则加性函子

pT := H0 ◦ T ◦ ε1 : C1 −→ C2

左正合（相应地，右正合）。
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(ii) 若 T 左 t-正合且 K ∈ D≥0
1 ，则

pT (H0K)
∼−→ H0(TK).

相应地，若 T 右 t-正合且 K ∈ D≤0
1 ，则

H0(TK)
∼−→ pT (H0K).

(iii) 设 (T ∗, T∗) 是一对伴随的正合函子，

T ∗ : D2 ⇄ D1 : T∗,

其中 T∗是 T∗的右伴随20。则 T ∗右 t-正合，当且仅当 T∗左 t-正合；此时 (pT ∗, pT∗)

是心之间的一对伴随函子。

(iv) 若 T1 : D1 → D2 与 T2 : D2 → D3 都左 t-正合（相应地，都右 t-正合），则 T2 ◦T1
也如此，并且21

p(T2 ◦ T1) = pT2 ◦ pT1.

证明. 设 T 左 t-正合。对 C1 中任意短正合列

0 −→ X −→ Y −→ Z −→ 0,

好三角 (T (X), T (Y ), T (Z)) 的上同调长正合列给出

0 −→ H0T (X) −→ H0T (Y ) −→ H0T (Z),

因为 T (Z) ∈ D≥0
2 。这证明 (i)；右 t-正合的情形对偶。

若 K ∈ D≥0
1 ，则好三角 (H0K,K, τ>0K) 在 T 下变为

(T (H0K), T (K), T (τ>0K)),

且 T (τ>0K) ∈ D>0
2 。上同调长正合列遂给出

H0T (H0K)
∼−→ H0T (K).

这证明 (ii)，对偶断言同理。
若 T∗ 左 t-正合，则对 U ∈ D>0

1 、V ∈ D
≤0
2 ，

Hom(T ∗V, U) = Hom(V, T∗U) = 0.

这对每个 U 都成立，故 τ>0T
∗V = 0，即 T ∗V ∈ D≤0

1 ；所以 T ∗ 右 t-正合。对 A ∈ C1、
B ∈ C2，有22

H0T ∗B = τ≥0T
∗B, H0T∗A = τ≤0T∗A.

20译者注：原文此处写作“adjoint à droite de T∗”。由所给函子的定义域与值域，应为 T∗ 是 T ∗ 的右伴随。
21据勘误第 13 条修正。
22据勘误第 14 条修正。
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因此有函子同构

Hom(H0T ∗B,A)
∼−→ Hom(T ∗B,A) = Hom(A, T∗B)

∼←− Hom(A,H0T∗B).

原式中后两个 Hom 项的变量顺序照录。23 结合对偶论证即得 (iii)。
最后，若 T1, T2 左 t-正合且 A ∈ C1，则 T1A ∈ D≥0

2 ，并由 (ii)

p(T2 ◦ T1)(A) = H0T2T1A = H0T2H
0T1A.

这证明 (iv)；右 t-正合的情形对偶。 □

注记 1.3.18.

(i) 令
D+

1 :=
⋃
n

D≥n
1 , D−

2 :=
⋃
n

D≤n
2 .

1.3.17(iii) 对函子

T ∗ : D−
2 −→ D1, T∗ : D

+
1 −→ D2

仍成立，只须它们在下述意义下伴随：对 V ∈ D−
2、U ∈ D+

1，函子性地有

Hom(T ∗V, U) = Hom(V, T∗U).

证明不变。

(ii) 对 A ∈ C1、B ∈ C2，伴随对 (T ∗, T∗) 与 (pT ∗, pT∗) 的单位、余单位由下列可交
换图联系：

T ∗ pT∗A
pT ∗ pT∗A

T ∗T∗A A

B T∗T
∗B

pT∗
pT ∗B T∗

pT ∗B.

1.3.19
设 T : D′ → D 是三角范畴之间的全忠实正合函子。要判断 D′ 中的三角 tr 为好

三角，只须判断其像 T (tr) 为好三角。事实上，取与 tr 有相同底边的好三角 tr1；T (tr)
与 T (tr1) 是具有相同底边的好三角，因而同构。由 T 全忠实，tr 与 tr1 也同构。
再假设 D,D′ 都带有 t-结构，且 T 为 t-正合函子。若 T (X) ∈ D≤0（相应地，

T (X) ∈ D≥0），则 X ∈ D′≤0（相应地，X ∈ D′≥0）。这是因为

X ∈ D′≤0 ⇐⇒ τ>0X = 0,

23译者注：这里 A ∈ C1、B ∈ C2，而 T∗ : D1 → D2。因此后两项应分别读作 Hom(B, T∗A)与 Hom(B,H0T∗A)。
这时中间的等式就是给定的伴随同构。
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而 T 与 τ>0 交换；另一半由对偶性得到。
反过来，设 D′ 是三角范畴 D 的全三角子范畴，(D≤0, D≥0) 是 D 上的 t-结构。令

D′≤0 := D′ ∩D≤0, D′≥0 := D′ ∩D≥0.

则 (D′≤0, D′≥0) 是 D′ 上的 t-结构，当且仅当 D′ 在函子 τ≤0 下稳定。若此条件成立，
称它为 D′ 上的诱导 t-结构（induced t-structure；法：t-structure induite）。
给 D′ 配备诱导 t-结构后，包含函子 D′ ↪→ D 为 t-正合函子；此时

C ′ = D′ ∩ C,

而 D 的函子 τ≤p、τ≥p、Hp 限制到 D′ 后，分别与 D′ 上的同名函子等同。

1.3.20
设 (Di)i∈I 是有限个三角范畴，且

T :
∏
i∈I

Di −→ D

是从各 Di 到三角范畴 D 的正合多函子（SGA 4 XVII 1.1.3）。假设各 Di 与 D 都带有
t-结构。若 T 把

∏
iD

≥0
i 映入 D≥0，称它左 t-正合；若把

∏
iD

≤0
i 映入 D≤0，称它右

t-正合；若二者兼具，则称它 t-正合。
若 T 左 t-正合（相应地，右 t-正合或 t-正合），并把一部分变量固定为 D≥0

i （相
应地，D≤0

i 或心 Ci）中的给定对象，则所得关于其余变量的函子仍左 t-正合（相应地，
右 t-正合或 t-正合）。因此，前面对一元函子得到的结果都可用于 T。

例如，以 εi : Ci ↪→ Di 表示包含函子，令

pT := H0 ◦ T ◦ (εi)i∈I .

若 T 左 t-正合（相应地，右 t-正合），则从各 Ci 到 C 的加性多函子 pT 对每个变量都
左正合（相应地，右正合）。
假设 T 左 t-正合。若 Ki ∈ D≥0

i ，则由 1.3.17(ii)，

pT (H0Ki)
∼−→ H0T (Ki).

对任意 Ki，态射 Ki → τ≥0Ki 给出

H0T (Ki) −→ H0T (τ≥0Ki)
∼←− pT (H0Ki). (1.3.20.1)

平移后，更一般地，对满足
∑

i ni = n 的整数族 (ni)，得到态射

HnT (Ki) −→ pT (HniKi). (1.3.20.2)

这里有一个符号问题；若改而考虑

HnT (Ki) −→ HnT
(
(HniKi)[−ni]

)
, (1.3.20.3)

34
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这个问题便不出现。
若 T 右 t-正合，则对 Ki ∈ D≤0

i ，

pT (H0Ki)
∼←− H0T (Ki).

态射 τ≤0Ki → Ki 给出
pT (H0Ki) −→ H0T (Ki),

再经平移得到

HnT
(
(HniKi)[−ni]

)
−→ HnT (Ki),

∑
i

ni = n. (1.3.20.4)

若 T 为 t-正合，则 (1.3.20.3)、(1.3.20.4) 同时存在。对每个 i，有可交换图

τ≤ni
Ki HniKi[−ni]

Ki τ≥ni
Ki

对这些图应用 HnT，可知先作 (1.3.20.4)、再作 (1.3.20.3) 的复合为恒等。若∑
i

ni =
∑
i

mi = n, (ni)i∈I 6= (mi)i∈I ,

则存在 i 使 ni < mi。复合

τ≤ni
Ki −→ Ki −→ τ≥mi

Ki

为零，因此，与 (ni) 对应的 (1.3.20.4) 再接与 (mi) 对应的 (1.3.20.3)，所得复合也为
零。

命题 1.3.21. 若 T 为 t-正合，且每个 Ki ∈ Db
i，则 (1.3.20.3)、(1.3.20.4) 定义互逆

同构
HnT (Ki)

∼−→
⊕

∑
i ni=n

HnT
(
(HniKi)[−ni]

)
. (1.3.21.1)

证明. 上文已证明这些态射把右端实现为左端的一个直和因子。(1.3.21.1) 两端对每
个 Ki 都是上同调函子；右端之所以如此，是因为 pT 正合，而 (1.3.20.3)、(1.3.20.4)是
上同调函子之间的态射。通过剥离，可化归到每个 Ki 都属于 Ci 的情形；此时结论显
然。 □

例 1.3.22. 以下 t-结构的例子在本书后文不再使用。
设 A 是 1.1.4 中的正合范畴，其指定短正合列族为 E。假设每个态射 f : A→ B

都有核，并且 ker(f)→ A 出现在短正合列

0 −→ ker(f) −→ A −→ Coim(f) −→ 0

35



崴层

中。令 D≤0（相应地，D≥0）为
D := D(A)

中由下列复形 K 组成的子范畴：对 i > 0（相应地，i < 0），态射

Coim(di−1) −→ ker(di)

均为同构。用 1.1.4 的嵌入
h : A −→ (̃A, E)

来表述，这就是说 K 的像 hK 属于 D≤0（相应地，D≥0）。于是 (D≤0, D≥0) 是 D 上
的一个 t-结构。

证明. (a) 对 K,L ∈ D，

HomD(K,L) = lim−→HomK(A)(K
′, L′),

其中极限取遍拟同构 K ′ → K 与 L→ L′ 的同伦类。若 K ∈ D≤0（相应地，L ∈ D≥1），
则可取余终系统，使 K ′i = 0 对 i > 0（相应地，L′i = 0 对 i < 0）。为此使用拟同构

τ≤0K
′ −→ K ′, L′ −→ τ≥1L

′,

这里的 τ≤0、τ≥1 是 1.3.2(i) 中的截断。
对这样的 K ′, L′，任意复形态射 f : K ′ → L′ 都为零：它只可能由

f 0 : K ′0 −→ L′0

给出，并满足 df 0 = 0；而 d : L′0 → L′1 是单态射，故 f 0 = 0。这验证了 1.3.1(i)；公
理 1.3.1(ii) 显然。

(b) 对 K ∈ K(A)，有复形短正合列

0 −→ τ≤0K −→ K −→ τ≥1K −→ 0.

它在 D(A) 中定义好三角：τ≤0K → K 的锥拟同构于 τ≥1K。这验证了 1.3.1(iii)。
特别地，D 的心 C 是阿贝尔范畴。C 的对象可由长度为 1 的复形

K−1 d−→ K0

表示，其中 d 为单态射。对两个这样的复形 K,L，复形态射 f : K → L 由其分量

f 0 : K0 −→ L0

唯一决定。把 K−1、L−1 分别看成 K0、L0 的子对象后，f 0 来自某个复形态射，当且
仅当

f 0(K−1) ⊂ L−1;

而 f 零同伦，当且仅当
f 0(K0) ⊂ L−1.
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f 为拟同构，当且仅当24

0 −→ K−1 −→ K0 ⊕ L−1 −→ L0 −→ 0

正合；也就是说，K0 ⊕ L−1 → L0 是可容许满态射，而 K−1 ⊂ K0 是 L−1 ⊂ L0 沿 f 0

的拉回。
容易验证：若 ϕ : K ′ → K 是上述类型的拟同构，且 fϕ 零同伦，则 f 也零同伦。

因此

HomC(K,L) = lim−→
φ:K′ ∼−→K

{f : K ′0 → L0 | f(K ′−1) ⊂ L−1}
{f | f(K ′0) ⊂ L−1}

,

其中 ϕ 遍历上述类型的拟同构；这个归纳系统中的过渡映射均为单态射。 □

习题 1.3.23.

(i) 对 A 中对象组成的复形 K，H0K ∈ C 是复形

Coim(d−1) −→ ker(d0).

(ii) 设 F : A → N 是到阿贝尔范畴 N 的函子，并把 E 中的序列变为右正合列

F (A) −→ F (B) −→ F (C) −→ 0.

证明：F 在唯一同构意义下唯一地延拓（extension；法：prolongement）为右正
合函子 F ′ : C → N。若 F 全忠实，把 E 中的序列变为短正合列，并把单态射
变为单态射，则 F ′ 正合且全忠实。特别地，复合函子

C −→ D(A) −→ D
(
(̃A, E)

) H0

−→ (̃A, E)

全忠实；它把 C 等同于 (̃A, E) 中如下商对象所成的范畴：A 的一个对象模去仍
属于 A 的一个子对象。

(iii) 证明函子
D−(A) −→ D−(C)

是等价。（利用 C 的每个对象都是 A 中某对象的商这一事实。）

(iv) 设 A 为阿贝尔范畴。1.3.22 的假设适用于 F (A)（1.1.3，例 2）25。令 C 为相应
的滤过对象之形式商所成的阿贝尔范畴，C ′ 为序列

· · · −→ Ai −→ Ai−1 −→ · · ·

所成的范畴，其中 i� 0 时 Ai = 0，而 i� 0 时 Ai → Ai−1 为同构。证明函子(
(V −1, F ) −→ (V 0, F )

)
7−→

(
coker(F iV −1 −→ F iV 0)

)
i

给出 C
∼−→ C ′。（应用 (ii)。）

24据勘误第 15 条修正。
25译者注：此处照录原文引用；滤过对象范畴的例子实际在 1.1.4，例 1。
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例 1.3.24. 若把 Banach 空间范畴 A 的短正合列取为忘掉拓扑后正合的序列，则
1.3.22 的假设成立。由闭图定理，这样的序列同构于

0 −→ A −→ B −→ C −→ 0,

其中 A 是 B 的闭子空间，C = B/A。
所得范畴 C 可看成“形式商”B/A 所成的范畴；这里 A→ B 是 Banach 空间之

间的连续线性单射，不要求像闭。闭图定理保证：若复形

K−1 −→ K0, L−1 −→ L0

定义 C 的对象，则复形态射 f : K → L 等同于连续线性映射 f 0 : K0 → L0，满足集
合意义下

f 0(K−1) ⊂ L−1.

而 f 零同伦，也就是在 C 中为零，当且仅当集合意义下

f 0(K0) ⊂ L−1.

L. Waelbroeck 曾研究过与这些形式商相近的对象 [Wae72]。26

1.4 粘合

1.4.1
设拓扑空间 X（更一般地，一个拓扑斯（topos；法：topos））带有环层 O。记

D(X,O)

为 X 上左 O-模层所成阿贝尔范畴

M(X,O)

的导出范畴。照例，D+ 表示其中由下有界复形的本质像组成的全子范畴。
设 U ⊂ X 为开集，F = X \ U 为其闭补集，j : U ↪→ X、i : F ↪→ X 为包含映

射；O 在 U 或 F 上的逆像仍记作 O。我们将说明：怎样把 D+(U,O) 与 D+(F,O) 上
的 t-结构粘合（gluing；法：recollement）成 D+(X,O) 上的 t-结构。
三个范畴M(X,O)、M(U,O)、M(F,O) 由下列函子联系：

j! :M(U,O)→M(X,O), 零延拓（正合）；
j∗ :M(X,O)→M(U,O), 限制（正合），也记作j!;
j∗ :M(U,O)→M(X,O), 直接像（左正合）；
i∗ :M(X,O)→M(F,O), 限制（正合）；
i∗ :M(F,O)→M(X,O), 直接像（正合），也记作i!;
i! :M(X,O)→M(F,O), 支集在 F 中的截面（左正合）。

26据勘误第 16 条修正。
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它们组成两组三重伴随函子

(j!, j
! = j∗, j∗), (i∗, i∗ = i!, i

!).

有 j∗i∗ = 0，故由伴随性又有

i∗j! = 0, i!j∗ = 0.

对 X 上任意层 F，伴随态射给出正合列{
0 −→ j!j

∗F −→ F −→ i∗i
∗F −→ 0,

0 −→ i∗i
!F −→ F −→ j∗j

∗F .
(1.4.1.1)

若 F 为内射层，第二列右端还可补上 0。对 F 上的层（相应地，U 上的层），得到同构

i∗i∗F
∼−→ F ∼−→ i!i∗F , (1.4.1.2)

以及
j∗j∗F

∼−→ F ∼−→ j∗j!F . (1.4.1.3)
一般地，对伴随对 (T ∗, T∗)，伴随态射 T ∗T∗ → Id（相应地，Id→ T∗T

∗）为同构，
当且仅当 T∗（相应地，T ∗）全忠实。因此，(1.4.1.2)、(1.4.1.3) 等价于 i∗、j∗、j! 全忠
实。

1.4.2
(1.4.2.0) 阿贝尔范畴之间的正合函子自然诱导导出范畴之间的函子。通常仍用同一符
号表示原函子及其导出延拓；这个延拓同时是左导出函子与右导出函子。

(1.4.2.1) 对 1.4.1 中的函子取右导出函子，得到两组三重伴随函子。
它们联系 D+(X,O)、D+(U,O) 与 D+(F,O)：

(j!, j
∗, Rj∗), (i∗, i∗, Ri

!).

有
j∗i∗ = 0, i∗j! = 0, Ri!Rj∗ = 0.

对 K ∈ K+(X,O)，(1.4.1.1) 导出好三角

(j!j
∗K,K, i∗i

∗K), (i∗Ri
!K,K,Rj∗j

∗K).

对 K ∈ D+(F,O)，(1.4.1.2) 给出

i∗i∗K
∼−→ K

∼−→ Ri!i∗K;

因此 i∗ 全忠实。相应地，对 K ∈ D+(U,O)，(1.4.1.3) 给出

j∗Rj∗K
∼−→ K

∼−→ j∗j!K;

因此 j! 与 Rj∗ 全忠实。事实上，j∗ 与 i∗ 都把内射对象变为内射对象。

(1.4.2.3) 粘合 t-结构所需的只是上文列出的性质。它们还会在其他情形出现，例如严
格说来不属于 1.4.1 框架的 `-进导出范畴。为涵盖这些情形，1.4.3 改在更一般的框架
下讨论：层范畴不再出现，只保留三角范畴。记号也随之简化，把上面的 Rj∗、Ri! 分
别写作 j∗、i!。
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1.4.3
设 D,DU , DF 为三个三角范畴，并给定正合函子27

DF
i∗−→ D

j∗−→ DU .

有时也记 i! := i∗、j! := j∗。假设满足下列条件。

(1.4.3.1) i∗ 有正合的左、右伴随，分别记作 i∗、i!。

(1.4.3.2) j∗ 有正合的左、右伴随，分别记作 j!、j∗.28

(1.4.3.3) 有 j∗i∗ = 0。由伴随性，

i∗j! = 0, i!j∗ = 0;

并且对 A ∈ DF、B ∈ DU，

Hom(j!B, i∗A) = 0, Hom(i∗A, j∗B) = 0.

(1.4.3.4) 对每个 K ∈ D，存在态射

d : i∗i
∗K −→ j!j

∗K[1]

（相应地，d : j∗j
∗K → i∗i

!K[1]）；由 (1.4.3.3) 与 1.1.10，它唯一，并使

j!j
∗K −→ K −→ i∗i

∗K
d−→ j!j

∗K[1]

（相应地，
i∗i

!K −→ K −→ j∗j
∗K

d−→ i∗i
!K[1]

）成为好三角。

(1.4.3.5) i∗、j!、j∗ 全忠实29；也就是说，伴随态射

i∗i∗
∼−→ Id ∼−→ i!i∗, j∗j∗

∼−→ Id ∼−→ j∗j!

均为同构。
这一形式体系自对偶：对偶性互换 j! 与 j∗，也互换 i∗ 与 i!。

1.4.4
设 T 为三角范畴，U ,V 是其中两个在平移 X 7→ X[n]（n ∈ Z）下稳定的严格全

子范畴。假设任取 U ∈ U、V ∈ V 都有

Hom(U, V ) = 0,

27据勘误第 17 条修正。
28据勘误第 18 条修正。
29据勘误第 19 条修正。
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且每个 X ∈ T 都出现在某个好三角 (U,X, V ) 中，其中 U ∈ U、V ∈ V。于是 (U ,V)
是 T 上的一个 t-结构。
由 1.3.4，V 是 U 的右正交，U 是 V 的左正交。特别地，U 与 V 都是厚子范畴

（[10] 6.2, p. 24）。[10] 6.4, p. 25 的条件 (i)、(ii) 成立；由 [10], pp. 23–26，投影

T −→ T/U

有全忠实的右伴随，其像为 V；投影 T → T/V 有全忠实的左伴随，其像为 U。换言
之，包含函子

u : U ↪→ T, v : V ↪→ T

分别有右伴随 u′ 与左伴随 v′，而序列

0 −→ U u−→ T
v′−→ V −→ 0, 0 −→ V v−→ T

u′−→ U −→ 0

是“正合”的：v′（相应地，u′）把 V（相应地，U）等同于 T 对厚子范畴 U（相应地，
V）的商。
取 T = D，并分别取

(U ,V) = (i∗DF , j∗DU), (U ,V) = (j!DU , i∗DF ),

便得到下述命题。

命题 1.4.5. 下列序列在上述意义下“正合”：

0←− DF
i∗←− D

j!←− DU ←− 0,

0 −→ DF
i∗−→ D

j∗−→ DU −→ 0,

0←− DF
i!←− D

j∗←− DU ←− 0.

1.4.6
a) 由于 i∗ 全忠实，两个伴随态射的复合

i∗i
! −→ Id −→ i∗i

∗

是唯一一个函子态射经 i∗ 得到的：
i! −→ i∗. (1.4.6.1)

把它作用于 i∗X，并将 i!i∗X 与 i∗i∗X 都等同于 X，所得自同构就是 X 的恒等态射。
b)30 函子 j∗ 是商函子：通过分式演算，它把 DU 等同于由 D 得到的商范畴。因

此，伴随态射的复合
j!j

∗ −→ Id −→ j∗j
∗

30据勘误第 20 条修正。
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来自唯一一个函子态射
j! −→ j∗. (1.4.6.2)

将 j∗j! 与 j∗j∗ 都等同于恒等函子后，(1.4.6.2) 经 j∗ 所得的自同构就是恒等自同构。
c) 对 X ∈ DU，态射 j!X → j∗X 的锥被 j∗ 化为零，因而属于 i∗DF。由 (1.4.3.3)

与 1.1.10，以 j!X → j∗X 为底的好三角在唯一同构意义下唯一。于是得到函子

j∗/j! : DU −→ DF

以及函子性的好三角 (
j!, j∗, i∗(j∗/j!)

)
. (1.4.6.3)

对偶构造给出函子 T : DU → DF，由函子性好三角

(i∗T, j!, j∗)

刻画。将 (1.4.6.3) 旋转可得同构

T = (j∗/j!)[−1],

在这个同构下，态射 i∗T → j! 是 (1.4.6.3) 中次数为 1 的态射平移 [−1] 所得。函子
(j∗/j!) 与 (j∗/j!)[−1] 由对偶性相互导出。

分别对 (1.4.6.3) 施行 i∗ 与 i!，并利用 i∗j! = i!j∗ = 0，得到同构

i∗j∗
∼−→ j∗/j!

∼−→ i!j![1]. (1.4.6.4)

1.4.7
取 X ∈ D，对伴随态射

j!j
∗X −→ X −→ j∗j

∗X

应用公理 TR4。我们来说明：所得八面体在唯一同构意义下唯一，并且随 X 具有函子
性。

a) 由 (1.4.3.3)、(1.4.3.4) 与 1.1.10，存在唯一同构

A
∼−→ i∗i

∗X,

它把 X → A 等同于伴随态射 X → i∗i
∗X，从而把三角 (j!j

∗X,X,A) 等同于 (1.4.3.4)
的好三角 (j!j

∗X,X, i∗i
∗X)。

b) 对 j∗j
∗X 作同样处理；由于它经 j∗ 后与 X 相同，便将 B 唯一地等同于

i∗i
∗j∗j

∗X = i∗(j∗/j!)j
∗X

（用到 (1.4.6.4)），且 j∗j
∗X → B 就是伴随态射 Id → i∗i

∗。由 1.1.9，存在唯一态射
A → B 使八面体上方的菱形交换；在上述等同下，它就是由 X → j∗j

∗X 的函子性诱
导出的

i∗i
∗X −→ i∗i

∗j∗j
∗X.
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c) 对偶地，存在唯一同构
C

∼−→ i∗i
!X[1],

它把三角 (X, j∗j
∗X,C)中次数为 1的态射等同于伴随态射 i∗i

!X → X。换言之，这个三
角由 (1.4.3.4) 的三角 (i∗i

!X,X, j∗j
∗X) 旋转而来，并将其中次数为 1 的箭头 j∗j

∗X →
i∗i

!X 变号。
态射 B → C 是使方块 (B,C, j!j

∗X,X) 交换的唯一态射。借助 (1.4.6.4) 给出的
j∗/j! ' i!j![1]，它就是由 j!j

∗X → X 的函子性诱导出的态射

i∗(j∗/j!)j
∗X = i∗i

!j!j
∗X[1] −→ i∗i

!X[1].

d)以上论证确定了八面体的全部顶点和箭头，也证明了它的函子性。代入 A,B,C

的取值，可将它写成

i∗i
∗X

X i∗(j∗/j!)j
∗X

j!j
∗X j∗j

∗X i∗i
!X[1].

(1.4.7.1)

由于 i∗ 全忠实，好三角(
i∗i

∗X, i∗(j∗/j!)j
∗X, i∗i

!X[1]
)

是某个三角 (
i∗X, (j∗/j!)j

∗X, i!X[1]
)

经 i∗ 所得；由 1.3.19，后一个三角自动是好三角。其次数为 1 的态射 d 经 i∗ 后，是复
合

i∗i
!X[1] −→ X[1] −→ i∗i

∗X[1],

故 d 正是 (1.4.6.1) 作用于 X[1] 所得的态射，也就是先作用于 X 再平移 [1]。旋转这
个三角（TR2），改变新出现的次数为 1 的态射的符号，再由 1.3.19 消去 i∗，得到以
(1.4.6.1) 为底的函子性好三角 (

i!, i∗, (j∗/j!)j
∗). (1.4.7.2)

在 1.4.1、1.4.2 的框架下，这一三角源于如下事实：任意松层（flabby sheaf；法：
faisceau flasque）F 都有正合列

0 −→ i!F −→ i∗F −→ i∗j∗j
∗F −→ 0.

注记 1.4.8. 由 [10] §2，特别是 pp. 23–27，公理 (1.4.3.1)–(1.4.3.5) 等价于以下说
法：i∗ 把 DF 等同于 D 的一个厚子范畴，j∗ 把 DU 等同于 D/DF，并且 j∗ 同时有左、
右伴随。
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1.4.9
仍假设 1.4.3 的条件成立。设

(D≤0
U , D≥0

U ) 与 (D≤0
F , D≥0

F )

分别是 DU 与 DF 上的 t-结构。定义

D≤0 := {K ∈ D | j∗K ∈ D≤0
U , i∗K ∈ D≤0

F },

D≥0 := {K ∈ D | j∗K ∈ D≥0
U , i!K ∈ D≥0

F }.

定理 1.4.10. 在上述假设与记号下，(D≤0, D≥0) 是 D 上的一个 t-结构。

称这个 t-结构由 DU 与 DF 上的 t-结构粘合而得。下面验证 1.3.1的公理 (i)、(ii)、
(iii)。
证明. 公理 (i)。取 X ∈ D≤0、Y ∈ D≥1。对 X 使用 (1.4.3.4) 的第一个三角，得到
正合列

Hom(i∗i
∗X,Y ) −→ Hom(X,Y ) −→ Hom(j!j

∗X,Y ).

由 DF 上的公理 1.3.1 (i)，

Hom(i∗i
∗X,Y ) = Hom(i∗X, i!Y ) = 0;

由 DU 上的同一公理，

Hom(j!j
∗X,Y ) = Hom(j∗X, j∗Y ) = 0.

故结论成立。
公理 (ii)。这立即由 DU 与 DF 上的公理 1.3.1 (ii) 得到。
公理 (iii)。取 X ∈ D。依次选取 Y 与 A，使

(Y,X, j∗τ>0j
∗X), (A, Y, i∗τ>0i

∗Y )

为好三角，再应用 TR4：

i∗τ>0i
∗Y

Y B

A X j∗τ>0j
∗X.

结合 (1.4.3.3)–(1.4.3.5)，按下列方式把 j∗, i∗, i! 作用于这个八面体中的好三角：

j∗(i∗τ>0i
∗Y,B, j∗τ>0j

∗X) = (0, j∗B, τ>0j
∗X),

j∗(A,X,B) = (j∗A, j∗X, τ>0j
∗X),

i∗(A, Y, i∗τ>0i
∗Y ) = (i∗A, i∗Y, τ>0i

∗Y ),

i!(i∗τ>0i
∗Y,B, j∗τ>0j

∗X) = (τ>0i
∗Y, i!B, 0).
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因而分别得到同构
j∗B

∼−→ τ>0j
∗X, j∗A

∼−→ τ≤0j
∗X,

i∗A
∼−→ τ≤0i

∗Y, τ>0i
∗Y

∼−→ i!B.

于是 A ∈ D≤0、B ∈ D≥1，而好三角 (A,X,B) 满足 1.3.1 (iii)。 □

注记 1.4.11. 所得 t-结构非退化，当且仅当 DU 与 DF 上给定的两个 t-结构都非退
化。

以下 1.4.10 的逆命题在本书后文中不会用到。

命题 1.4.12. 在 1.4.3 的假设与记号下，设 (D≤0, D≥0) 是 D 上的一个 t-结构。下
列条件等价：

(i) j!j∗ 右 t-正合；

(i′) j∗j∗ 左 t-正合；

(ii) 这个 t-结构由粘合得到。

证明. (i) 与 (i′) 的等价性来自 1.3.17 (iii)；它们又分别等价于 (j∗D≤0, j∗D≥0) 满足
公理 1.3.1 (i)。好三角

(j!j
∗, Id, i∗i∗), (i∗i

!, Id, j∗j∗)

分别说明：(i) 蕴含 i∗i
∗ 右 t-正合，(i′) 蕴含 i∗i

! 左 t-正合。这两个条件又由 1.3.17 (iii)
彼此等价，并且恰好意味着 (i∗D≤0, i!D≥0) 满足公理 1.3.1 (i)。
显然，(ii) 蕴含 (i) 与 (i′)。此时，被粘合的 t-结构在 DU 上是

(j∗D≤0, j∗D≥0),

在 DF 上则是 D 的 t-结构所诱导的结构

(DF ∩D≤0, DF ∩D≥0) = (i∗D≤0, i!D≥0).

反过来，假设 (i)、(i′) 成立。依次验证：
a) (j∗D≤0, j∗D≥0) 是 DU 上的 t-结构。公理 1.3.1 (i) 已经验证，(ii) 显然；(iii) 则

来自 j∗ 的本质满（essentially surjective；法：essentiellement surjectif）性。
b) (i∗D≤0, i!D≥0) 是 DF 上的 t-结构。公理 1.3.1 (i) 已经验证，只有 (iii) 不是立

即的。取 X ∈ DF。由于 j∗ 是 t-正合函子，

j∗τ≤0i∗X = τ≤0j
∗i∗X = 0, j∗τ>0i∗X = 0.

所以 τ≤0i∗X 与 τ>0i∗X 都属于 i∗DF。利用 i∗ 的全忠实性，把它们分别写成 i∗X≤0 与
i∗X>0，便由 D 中的截断三角得到 DF 中的好三角

(X≤0, X,X>0),

它满足公理 1.3.1 (iii)。
c) 从带有原 t-结构的 D 到带有上述粘合 t-结构的 D，恒等函子是 t-正合的。由

1.3.19，两者相同，故原 t-结构确由粘合得到。 □
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1.4.13
先只假设 DF 上给定了一个 t-结构。给 DU 配上退化 t-结构 (DU , 0)，再应用 1.4.10；

所得 D 上 t-结构的截断函子 τ≤p 记作

τF≤p.

函子 τF≤p 是下述全子范畴的包含函子的右伴随：该全子范畴由所有满足 i∗X ∈ D≤p
F 的

X ∈ D 组成。1.4.10 对公理 1.3.1 (iii) 的证明给出好三角

(τF≤pX, X, i∗τ>pi
∗X).

相对于这个 t-结构，各上同调函子为

HpX = i∗H
pi∗X.

对偶地，给 DU 配上退化 t-结构 (0, DU)，定义 τF≥p。它是全子范畴

(i!)−1(D≥p
F ) ⊂ D

的包含函子的左伴随，并有好三角

(i∗τ<pi
!X, X, τF≥pX).

相应的上同调函子为
HpX = i∗H

pi!X.

同理，如果只假设 DU 上给定了一个 t-结构，而分别给 DF 配上退化 t-结构 (DF , 0)

与 (0, DF )，便在 D 上得到两个 t-结构；其截断函子分别记作

τU≤p, τU≥p.

它们给出好三角

(τU≤pX, X, j∗τ>pj
∗X), (j!τ<pj

∗X, X, τU≥pX),

相应的 HpX 分别为
j∗H

pj∗X, j!H
pj∗X.

1.4.10 对公理 (iii) 的证明表明 τ≤0 = τF≤0τ
U
≤0。平移并对偶，得到

τ≤p = τF≤pτ
U
≤p, τ≥p = τF≥pτ

U
≥p. (1.4.13.1)

回到 1.4.1 的情形，并在 D+(F,O) 上取自然 t-结构。此时，τF≤p 由复形范畴上的
如下函子诱导：它把层复形 K 送到一个子复形；这个子复形在 U 上与 K 相同，在 F

上则与 1.3.2 的子复形 τ≤pK 相同。
称 D 中的对象 X 是 DU 中对象 Y 的一个延拓，如果给定了同构

j∗X
∼−→ Y.
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由伴随性，这个同构给出态射

j!Y −→ X −→ j∗Y.

若延拓 X 作为延拓同构于 τF≥pj!Y（相应地，τF≤pj∗Y），则该同构唯一；此后便简写为

X = τF≥pj!Y (相应地X = τF≤pj∗Y ).

命题 1.4.14. 设 Y ∈ DU，p ∈ Z。在唯一同构意义下，恰有一个 Y 的延拓 X 满足

i∗X ∈ D≤p−1
F , i!X ∈ D≥p+1

F .

它就是 τF≤p−1j∗Y，并且
τF≤p−1j∗Y = τF≥p+1j!Y.

证明. 设 X 是 Y 的一个延拓。把 (1.4.7.2) 旋转所得的好三角

(i∗X, (j∗/j!)Y, i
!X[1])

表明，下列条件等价：

(a) i∗X ∈ D≤p−1
F 且 i!X ∈ D≥p+1

F ；

(b) i!X[1] 是
(j∗/j!)Y = i∗j∗Y

的 τ≥p；

(b′) i∗X 是 (j∗/j!)Y 的 τ≤p−1。

由 (1.4.7.1) 得到的好三角

(X, j∗Y, i∗i
!X[1])

说明，(b) 等价于 X = τF≤p−1j∗Y。对偶地，(b′) 等价于 X = τF≥p+1j!Y。命题得证。 □

注记 1.4.14.1. 设 Dm 是 D 中由满足

i∗X ∈ D≤p−1
F , i!X ∈ D≥p+1

F

的对象 X 组成的全子范畴。函子 j∗ 诱导范畴等价

Dm
∼−→ DU ;

事实上，它以 τF≤p−1j∗ 为拟逆。这个拟逆有时记作

pj!∗.
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1.4.15
设 C, CU , CF 分别是 t-范畴 D,DU , DF 的心；DU , DF 配备给定的 t-结构，D 配备

1.4.10 的粘合 t-结构。以 ε 表示 C, CU , CF 到相应三角范畴的包含函子。若 T 是

j!, j
∗, j∗, i

∗, i∗, i
!

之一，记
pT := H0 ◦ T ◦ ε.

由 D 上 t-结构的定义，j∗ 是 t-正合的，i∗ 右 t-正合，而 i! 左 t-正合。应用 1.3.17 (iii)，
得到：

命题 1.4.16.

(i) j! 与 i∗ 右 t-正合；j∗ 与 i∗ 是 t-正合的；j∗ 与 i! 左 t-正合。

(ii)
(pj!,

pj∗, pj∗), (pi∗, pi∗,
pi!)

是两组三重伴随函子。

命题 1.4.17.

(i) 下列复合函子为零：
pj∗ pi∗,

pi∗ pj!,
pi! pj∗.

对 A ∈ CF、B ∈ CU，

Hom(pj!B,
pi∗A) = Hom(pi∗A,

pj∗B) = 0.

(ii) 对任意 A ∈ C，下列两序列正合：

pj!
pj∗A −→ A −→ pi∗

pi∗A −→ 0,

0 −→ pi∗
pi!A −→ A −→ pj∗

pj∗A.

(iii) 函子 pi∗,
pj!,

pj∗ 全忠实；伴随态射

pi∗ pi∗
∼−→ Id ∼−→ pi! pi∗,

pj∗ pj∗
∼−→ Id ∼−→ pj∗ pj!

都是同构。

这些断言分别来自 (1.4.3.3)、(1.4.3.4)、(1.4.3.5)。验证留给读者，可使用 1.3.17
(iv)。

补充 1.4.17.1。由 (i) 中 pj∗ pi∗ = 0 以及 (ii) 的任一正合列可知：X ∈ C 属于 pi∗ 的本
质像 CF，当且仅当

pj∗X = 0.
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由于 pj∗ 正合，CF 是 C 的厚子范畴，也就是说，它对扩张与子商稳定。把 CF 等同于
C 的子范畴 CF 后，伴随对

(pi∗, pi∗), (pi∗,
pi!)

说明：对 X ∈ C，pi∗X 是 X 属于 CF 的最大商对象，pi!X 是 X 属于 CF 的最大子对
象。

命题 1.4.18. 函子 pj∗ 把 CU 等同于 C 对厚子范畴 CF 的商；更准确地说，是对 CF
的商，参见 1.4.17.1。

证明. 设
Q : C −→ C/CF

为商函子。正合函子 pj∗ 可分解为 T ◦Q。函子 T 是忠实的：若 f ∈ C/CF 来自 f1 ∈ C，
且 T (f) = 0，则 pj∗(f1) = 0，也就是说 Im(f1) 属于 CF 的像，故 Q(f1) = 0。
又因

Id ∼−→ pj∗ pj! = T ◦Q ◦ pj!,

T 在对象的同构类上是满的。只须再证 T 全忠实，便得到范畴等价；这一点用下述引
理完成。 □

引理 1.4.19. 对任意 A ∈ C，下列序列正合：

0 −→ pi∗H
−1i∗A −→ pj!

pj∗A −→ A −→ pi∗
pi∗A −→ 0,

0 −→ pi∗
pi!A −→ A −→ pj∗

pj∗A −→ pi∗H
1i!A −→ 0.

这由 (1.4.3.4) 与 1.4.16 (i) 立即得到。
现在完成 1.4.18 的证明。由 1.4.19，态射

pj!
pj∗A −→ A

的核与余核都在 pi∗ 的像中。因此，C/pi∗CF 的每个对象都有一个属于 pj! 之像的代表。
对像中的对象 pj!X 与 pj!Y，映射

T : Hom(Qpj!X,Q
pj!Y ) −→ Hom(TQpj!X,TQ

pj!Y ) = Hom(X,Y )

以 Qpj! 为截面，因而是满射。结合上面已证的忠实性，T 全忠实，命题得证。

警告 1.4.20. 在 1.4.1 的假设下，若给 D+(U,O) 与 D+(F,O) 配上其自然 t-结构
（1.3.2 (i)），则 D+(X,O)上所得的粘合 t-结构就是自然 t-结构，而阿贝尔范畴 C, CU , CF
分别为

M(X,O), M(U,O), M(F,O).

不过，一般而言，pj! 只是右正合而非正合，pi∗ 只是左正合而非正合31；1.4.17 (ii)
的第一条序列在左端也不正合。1.4.3 的形式体系是自对偶的，因此，1.4.1 中成立的
公式，只有在其对偶公式也成立时，才可能普遍成立。

31译者注：原文此处写作 pi∗ 且称其左正合。由 1.4.16 与 1.3.17(i)，pi∗ 应为右正合；左正合的是 pi!。此处保留
原文表述。
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1.4.21
回到 1.4.6 的论证。
a) 由于 pi∗ 全忠实，伴随态射的复合

pi∗
pi! −→ Id −→ pi∗

pi∗

是唯一一个函子态射经 pi∗ 得到的：

pi! −→ pi∗. (1.4.21.1)

对伴随对 (i∗, i∗)、(i∗, i
!) 使用 1.3.18 (ii)，再利用 i∗ 的 t-正合性，对 A ∈ C 得到交换图

pi∗
pi!A A pi∗

pi∗A

i∗
pi!A A i∗

pi∗A

i∗i
!A A i∗i

∗A.

∼ ∼

由此可见，(1.4.21.1) 作用于 A 后就是复合

pi!A −→ i!A
(1.4.6.1)−−−−→ i∗A −→ pi∗A. (1.4.21.2)

把 (1.4.21.1) 作用于 i∗A（A ∈ CF），所得自同构为 A 的恒等态射。
b)32 由于 pj∗ 是商函子（1.4.18），伴随态射的复合

pj!
pj∗ −→ Id −→ pj∗

pj∗

来自唯一一个函子态射
pj! −→ pj∗. (1.4.21.3)

对伴随对 (j!, j
∗)、(j∗, j∗) 使用 1.3.18 (ii)，并利用 j∗ 的 t-正合性，对 A ∈ C 得到交换

图
pj!

pj∗A A pj∗
pj∗A

pj!j
∗A A pj∗j

∗A

j!j
∗A A j∗j

∗A.

∼ ∼

所以对 B ∈ CU，(1.4.6.2) 作用于 B 后就是复合

j!B −→ τ≥0j!B = pj!B
(1.4.21.3)−−−−−→ pj∗B = τ≤0j∗B −→ j∗B. (1.4.21.4)

把 pj∗ 作用于 (1.4.21.3)，所得是恒等函子的恒等自同构。特别地，对 B ∈ CU，态射
pj!B → pj∗B 的核与余核都属于 pi∗CF。

32据勘误第 21 条修正。
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定义 1.4.22. 函子
j!∗ : CU −→ C

把 B ∈ CU 送到 pj!B 在 pj∗B 中的像。

对 B ∈ CU，(1.4.21.4) 给出 (1.4.6.2) 作用于 B 后的分解

j!B −→ pj!B −→ j!∗B −→ pj∗B −→ j∗B. (1.4.22.1)

命题 1.4.23. 对 B ∈ CU，有

pj!B = τF≥0j!B = τF≤−2j∗B,

j!∗B = τF≥1j!B = τF≤−1j∗B,

pj∗B = τF≥2j!B = τF≤0j∗B.

更准确地说，pj!B 连同态射 j!B → pj!B，正是 τF≥0j!B；其余等式也作同样理解。

证明. 由于 j∗j!B ∈ CU，j!B 就是它自身的 τU≥0。由 (1.4.13.1)，

pj!B = τ≥0j!B = τF≥0j!B;

再由 1.4.14，
τF≥0j!B = τF≤−2j∗B.

同理可得关于 pj∗B 的等式。
1.4.13 对 τF≥p 的上同调描述给出好三角

(i∗H
0i!j!B, τ

F
≥0j!B, τ

F
≥1j!B).

它说明 τF≥1j!B ∈ D[−1,0]。对偶论证给出好三角33

(τF≤−1j∗B, τ
F
≤0j∗B, i∗H

0i∗j∗B),

并说明 τF≤−1j∗B ∈ D[0,1]。应用 1.4.14，得到

τF≥1j!B = τF≤−1j∗B ∈ C.

上述两个三角于是化为短正合列

0 −→ i∗H
0i!j!B −→ pj!B −→ τF≥1j!B −→ 0,

0 −→ τF≤−1j∗B −→ pj∗B −→ i∗H
0i∗j∗B −→ 0.

它们说明，这个共同对象正是 pj!B 在 pj∗B 中的像，即 j!∗B。 □

推论 1.4.24. 对 B ∈ CU，j!∗B 是 B 的唯一延拓 X，满足

i∗X ∈ D≤−1
F , i!X ∈ D≥1

F .

33据勘误第 22 条修正。
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同样，pj!B（相应地，pj∗B）是 B 的唯一延拓 X，满足

i∗X ∈ D≤−2
F (相应地D≤0

F ),

i!X ∈ D≥0
F (相应地D≥2

F ).

这只需应用 1.4.14。

推论 1.4.25. 对 B ∈ CU，j!∗B 是 B 在 C 中的唯一延拓 X，使得 X 没有属于 CF
在 i∗ 下本质像 CF 的非零子对象或非零商对象。

证明. 按定义，j!∗B ∈ C ⊂ D。若 X ∈ C 是 B 的延拓，则 i∗X ∈ D≤−1
F 当且仅当

pi∗X = 0；对偶地，i!X ∈ D≥1
F 当且仅当

pi!X = 0。把 CF 经 pi∗ 等同于 CF 后，pi∗X

（相应地，pi!X）是 X 属于 CF 的最大商对象（相应地，最大子对象），见 1.4.17.1。因
此 1.4.24 的刻画正好改写成这里的断言。 □

命题 1.4.26. C 的简单对象恰为下列两类：

pi∗S (S 是CF 的简单对象),

以及
j!∗S (S 是CU 的简单对象).

证明. pi∗CF 的本质像 CF 是 C 的厚子范畴。因此，S ∈ C 简单，当且仅当出现以下
两种情形之一：

(a) S ∈ CF，并且在 CF 中简单；

(b) S 在 C/CF 中的像简单，且没有属于 CF 的非零子对象或非零商对象。

情形 (a) 给出 CF 的简单对象经 pi∗ 所得的对象；由 1.4.25，情形 (b) 给出 CU 的
简单对象经 j!∗ 所得的对象。 □
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2.1 分层空间

2.1.1
设拓扑空间 X 带有环层 O。设 S 是 X 的一个有限分拆，其各部分均局部闭，称

为片层；再设
p : S −→ Z

是一个函数，称为崴度。按“分拆”的定义，各片层都非空。假设每一片层的闭包都是
若干片层之并。这些条件可以放宽，见 3.2.19。
回忆 0.0：对 f : X → Y，我们把导出范畴之间通常记作 Rf!, Rf∗, Rf

!, Rf ∗（或
Lf ∗）的函子简写为 f!, f∗, f

!, f ∗。出于 2.1.7 将说明的原因，普通层范畴之间的对应函
子在左上方标以小圆圈，如 ◦f∗。

定义 2.1.2. D(X,O) 的子范畴 pD≤0(X,O)（相应地，pD≥0(X,O)）由满足下列条
件的复形 K（相应地，K ∈ D+(X,O)）组成：对每一片层 S ∈ S，记其包含映射为
iS : S ↪→ X，则

Hni∗SK = 0 (n > p(S))

（相应地，
Hni!SK = 0 (n < p(S))

）。

函子 ◦i∗S 正合，所以也可把 pD≤0(X,O) 的定义改写为：K ∈ pD≤0(X,O)，当且仅
当对每个片层 S，H iK 在 S 上的限制于 i > p(S) 时为零。自然 t-结构的截断函子 τ≤a
与 τ≥a 因而都把 pD≤0(X,O) 映入自身。
如果函子 ◦i!S 的上同调维数有限，则

i!S : D+(X,O) −→ D+(S,O)

自然延拓为 D(X,O)→ D(S,O)；于是，即使 K 不属于 D+(X,O)，条件“Hni!SK = 0

对 n < p(S)成立”仍有意义。不过，这个条件会推出 K 有下界。更准确地说，若 p ≥ a，
则它推出

K ∈ D≥a(X,O).

事实上，按偏序 S1 ⊂ S2 对片层 S 作下降归纳，可证 H iK 在每一片层上于 i < a

时为零。固定 i < a，好三角
(τ<aK,K, τ≥aK)
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和 ◦i!S 的左正合性给出同构
H ii!Sτ<aK

∼−→ H ii!SK.

归纳假设保证 Hjτ<aK 在所有满足 S ⊂ T 且 T 6= S 的片层 T 上为零，因此 τ<aK 在
所考察的局部范围内支集于 S。于是

H iK|S = H ii∗Sτ<aK = H ii!Sτ<aK = H ii!SK = 0.

不假设上同调维数有限时，同一论证仍适用于 K ∈ K+(X,O)。若整数 a, b 满足
a ≤ p ≤ b，则

D≤a(X,O) ⊂ pD≤0(X,O) ⊂ D≤b(X,O),
D≥a(X,O) ⊃ pD≥0(X,O) ⊃ D≥b(X,O).

(2.1.2.1)

记
pD+,≤0(X,O) := D+(X,O) ∩ pD≤0(X,O).

把 + 换成 − 或 b，把 0 换成任意整数 n，记号作同样理解。

命题 2.1.3. 对每个崴度 p，

(pD+,≤0(X,O), pD≥0(X,O))

是 D+(X,O) 上的一个 t-结构。

证明. 对片层数 N 作归纳。若 N = 0，则 X = ∅，结论显然。若 N = 1，所得正是
自然 t-结构平移 p(X)。若 N ≥ 2，取 X 的一个由若干片层组成的真闭子集 F，并令
U = X \F；例如可取 F 为一个闭片层。对带有诱导分层的 F 与 U 应用归纳假设，得
到 D+(F,O) 与 D+(U,O) 上的 t-结构。再由 1.4.10 粘合，便得到 D+(X,O) 上所需的
t-结构。 □

推论 2.1.4.
(pD≤0(X,O), pD≥0(X,O))

是 D(X,O) 上的一个 t-结构，并在 D∗(X,O)（∗ = +,−, b）上诱导 t-结构。

证明. 取整数 a, b 使 a ≤ p ≤ b；本证明中省略固定的 (X,O)。设 K ∈ pD≤0、
L ∈ pD>0。由于 L ∈ D>a，

Hom(τ≤aK,L) = 0.

另一方面，τ>aK ∈ pD+,≤0，所以由 2.1.3，

Hom(τ>aK,L) = 0.

对好三角 (τ≤aK,K, τ>aK) 使用 Hom 长正合列，得到 Hom(K,L) = 0。
最后取任意 K ∈ D。由 2.1.3，存在好三角

(U, τ>aK,V ), U ∈ pD+,≤0, V ∈ pD>0.

应用 TR4，得到两个好三角

(τ≤aK,Y, U), (Y,K, V ).
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第一个说明 Y ∈ pD≤0，第二个满足 1.3.1 (iii)。公理 1.3.1 (ii) 显然成立，故得到 D 上
的 t-结构；称之为崴度 p 的 t-结构。

把相应的截断函子记作 pτ。由 pD≤0 ⊂ D≤b 与 pD≥0 ⊂ D≥a，对崴截断三角使用
通常上同调长正合列可得

H i(pτ≤0K)
∼−→ H iK (i < a),

以及34

H iK
∼−→ H i(pτ≥0K) (i > b).

因此 pτ≤0 与 pτ≥0 都保持 D∗（∗ = +,−, b）。 □

定义 2.1.5. X 上崴度 p 的 O-模崴层所成的范畴定义为

M(p,X,O) := pD≤0(X,O) ∩ pD≥0(X,O).

它是 Db(X,O) 的一个可容许阿贝尔子范畴。

命题 2.1.6. 设 U 是 X 的一个局部闭子集，并且是若干片层之并；记包含映射为
j : U ↪→ X。对任意崴度 p，函子

j! : D(U,O) −→ D(X,O), j∗ : D(X,O) −→ D(U,O)

均右 t-正合。

验证是立即的，留给读者。由 1.3.17 (iii) 及其在 1.3.18 (i) 中的加强形式，j! 与 j∗

的右伴随 j! 与 j∗ 均左 t-正合。

2.1.7 记号

以下常省略 (X,O)。有时把 pD≤0（相应地，pD≥0）写作 D≤p（相应地，D≥p）。若
p 是常值函数 a，则相对于自然 t-结构，

D≤p = D≤a, D≥p = D≥a.

对任意整数 n，
p+nD≤0 = pD≤n, p+nD≥0 = pD≥n.

若 p ≤ q，则
pD≤0 ⊂ qD≤0, pD≥0 ⊃ qD≥0;

这推广了 (2.1.2.1)。相应地，也把 pτ≤0、pτ≥0 简写为 τ≤p、τ≥p，并以 Hp 表示崴度 p的
t-结构下的 H0。
在 2.1.6 的情形中，导出范畴之间由普通层函子导出的函子仍简记为 j!, j

!, j∗, j∗；
在崴层范畴之间诱导出的函子，则在左上方标以 p。例如，对 A ∈M(p, U,O)，置

pj!A := τ≥pj!A = Hp(j!A).

34据勘误第 23 条修正。
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由 1.3.18 (i)，
(pj!,

pj!), (pj∗, pj∗)

是两对伴随函子。普通层范畴上的函子仍在左上方标以小圆圈；它们对应常值崴度 0。
若 A 是 U 上崴度 p 的崴层，则 j!A ∈ D≤p(X,O)、j∗A ∈ D≥p(X,O)。自然态射

α : j!A −→ j∗A

因而有分解
j!A −→ pj!A

β−→ pj∗A −→ j∗A, β = Hp(α).

定义
pj!∗A := Im(pj!A→ pj∗A),

也常简记为 j!∗A。
若 A 是 X 上崴度 p 的崴层，则把典范态射

pj!A −→ pj∗A

定义为复合
pj!A −→ j!A −→ j∗A −→ pj∗A.

设
U

k−→ V
j−→ X

都是由若干片层组成的局部闭子集的包含映射。传递公式

(jk)! = j!k!, (jk)∗ = j∗k∗, (jk)∗ = k∗j∗, (jk)! = k!j!

由 1.3.17 (iv) 给出崴层范畴上的相应公式。把 pj!,
pj!∗,

pj∗ 作用于 pk! ↠ pk!∗ ↪→ pk∗，得
到态射链

p(jk)! =
pj!

pk! ↠ pj!
pk!∗ ↠ pj!∗

pk!∗

↪→ pj∗
pk!∗ ↪→ pj∗

pk∗ =
p(jk)∗.

取复合态射的像，便得到函子同构

p(jk)!∗
∼−→ pj!∗

pk!∗. (2.1.7.1)

补充 2.1.8。设 U ⊂ X 是由若干片层组成的开集，F = X \ U，两者带有诱导分层与
诱导崴度。由 2.1.3，D+(X,O) 上的 t-结构正是把 D+(U,O) 与 D+(F,O) 上的结构按
1.4.10 粘合而得。因此 1.4 的全部形式体系都可使用。若 i : F ↪→ X、j : U ↪→ X 是包
含映射，则 2.1.7 中各函子与 1.4 的同名函子一致，无论是否在左上方标 p，无论使用
上标还是下标 !、∗；j!∗ 也一致。

命题 2.1.9. 设 B ∈ M(p, U,O)。则 j!∗B 是 B 在 D(X,O) 中的唯一延拓 P，使得
对每个包含于 F 的片层 S，记其到 X 的包含映射仍为 iS，都有

H ii∗SP = 0 (i ≥ p(S)), H ii!SP = 0 (i ≤ p(S)).
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更准确地说，这由 1.4.14 得到。设 D′ 是 D(X,O) 中由满足上述两组消失条件的
对象 K 组成的全子范畴。则

j∗ : D′ ∼−→ D(U,O)

是范畴等价；它限制为等价

D′ ∩M(p,X,O) ∼−→M(p, U,O),

其逆函子为 j!∗。pj!B 与 pj∗B 也可用类似的消失条件刻画，参见 1.4.23、1.3.14。

2.1.10
以下假设崴度 p 满足：

S ⊂ T =⇒ p(S) ≥ p(T ). (2.1.10.1)

对每个整数 n，令 Fn（相应地，Un）为满足 p(S) ≥ n（相应地，p(S) ≤ n）的各片层
S 之并。于是 Fn 是闭集，Un 是开集。记

jn : Un−1 ↪→ Un

为包含映射。

命题 2.1.11. 在 2.1.10 的假设与记号下，设 A 是 Uk 上崴度 p 的崴层，a > k 是满
足 p ≤ a 的整数，并令 j : Uk ↪→ X = Ua。则

j!∗A = τ≤a−1ja∗ · · · τ≤kjk+1∗A.

证明. 这里各 τ≤i 都相对于自然 t-结构。利用 (2.1.7.1)，只须验证

(jk+1)!∗A = τ≤kjk+1∗A.

令 F = Uk+1 \ Uk。由 1.4.23，

(jk+1)!∗A = pτF≤−1jk+1∗A.

在 F 上，p 是常值函数 k + 1，故相对于 F 上的自然 t-结构，

pτF≤−1 = τF≤k.

又因 p ≤ k 在 Uk 上成立，由 (2.1.2.1)，A ∈ D≤k(Uk,O)，从而自然态射给出同构

τ≤kjk+1∗A
∼−→ τF≤kjk+1∗A.

命题得证。 □
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2.1.12
下面说明本书记号与 M. Goresky、R. MacPherson 在 [4]、[5] 中所用记号的关系。
a) 他们研究取值于域 R（主要是 R = Q 或 C）的上同调；也就是说，取 O 为取

值 R 的常值层。
b) 各片层都是处处同维的拓扑流形；分层还沿每一片层满足局部平凡性条件。具

体说，若

S
j−→ X

是一个片层，F 是 S 上茎均为有限维 R-向量空间的局部常值层35，则 Rij∗F 在每一
片层上的限制仍是有限维局部常值层。若 S, T 是两个片层且 S ⊂ T \ T，则

dimS < dimT.

c) X 有一个稠密开片层 U0，其补集的余维满足

dimU0 − dim(X \ U0) ≥ 2.

d) 崴度函数只依赖于维数：取函数

p : N −→ Z, p(S) = p(dimS).

假设 p 单调递减（因而满足 (2.1.10.1)）、取非负值，并且 p(U0) = 0。
记 j : U0 ↪→ X。关键对象是

j!∗(R) ∈ Db(X,R).

若按 2.1.11 描述它，就自然要用函数 p′：令 p′(U0) = 0，并对每一片层 S 6= U0 置

p′(S) = p(S)− 1.

从 U = U0 上的常值层 R 出发，构造 j!∗ 的过程，是依次把维数为

dimU0 − 2, dimU0 − 3, . . .

的片层添入 U，每一步取直接像后再以 τ≤p′(S) 截断。Goresky 与 MacPherson 把这个
函数 p′ 称为崴度。从本书的观点看，这相当于把 pj!∗ 写成 p′j∗，并会在描述对偶现象
时引入指标平移。

Goresky 与 MacPherson 还假设 p 下降得不太快，即

p(n)− p(n+ 1) = 0 或 1.

下文 2.1.14 表明，这一条件保证所得对象与分层的选择无关。

35据勘误第 24 条修正。
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2 分层空间与概形上的崴层

2.1.13
以下保留 2.1.12 的这些假设：
a) O 是取值于环 R 的常值层，其中 R 是左 Noether 环。
b) 各片层都是处处同维的拓扑流形。若片层 S 包含于片层 T 的闭包，则36

dimS < dimT.

c) 对任一片层 j : S ↪→ X，普通层范畴上的函子 ◦j∗ 在 R-模层范畴上具有有限上
同调维数。若 F 是 S 上有限型 R-模的局部常值层，则每个 Rij∗F 在各片层上仍为有
限型局部常值层。
若 U 是若干片层组成的局部闭集，记

Dc(U,R), 或在需要标明分层时记作DS(U,R),

为 D(U,R) 的全三角子范畴，由所有可构造复形 K 组成；这里可构造指每个 H iK 在
各片层上都是有限型局部常值层。类似地定义 D∗

c (U,R)（∗ = +,−, b）。
条件 c) 保证：若 j : U ↪→ V，且 U, V 都是若干片层组成的局部闭集，则

j!, j
!, j∗, j

∗

都保持这些子范畴。对 j!、j∗，这是立即的。若 U 只有一个片层，j∗ 的断言来自谱序
列

Rpj∗H
qK =⇒ Hp+qRj∗K.

一般情形对组成 U 的片层数作归纳。设 k : S ↪→ U 是一个开片层，并由好三角

(K, k∗k
∗K,L)

定义 L。由于 k∗k
∗K 可构造，L 也可构造，且支集于 U ′ = U \ S。对 U ′ ↪→ X 应用归

纳假设，j∗L 可构造；再由三角

(j∗K, (jk)∗k
∗K, j∗L)

知 j∗K 也可构造。最后，j! 可化归到 j 为闭嵌入的情形，并由补开集的包含映射 k 的
k∗ 情形推出：使用好三角

(j!j
!K,K, k∗k

∗K).

若 F ⊂ U 是若干片层组成的闭集，则 τF≤a 显然保持 Dc(U,R)。因此，1.4.10 的证
明表明：对任意崴度 p，τ≤p 与 τ≥p 都保持 Dc(X,R)。所谓 p–S-崴层，就是 Dc(X,R)

中崴度 p 的崴层。
设 T 是 X 的另一个分层，它加细（refines；法：raffine）S，并且也满足 b)、c)。

命题 2.1.14. 设 p 是 S 上的崴度，q 是 T 上的崴度。假设每当 S 的片层 S 包含 T
的片层 T 时，都有

p(S) ≤ q(T ) ≤ p(S) + dimS − dimT.

36译者注：原文未在此排除 S = T。按 2.1.12 b)，此处应理解为 S ⊂ T \ T，即两个不同片层之间的边界关系。
否则取 S = T 即与上述严格不等式矛盾。
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则 DT (X,R) 上崴度 q 的 t-结构，在 DS(X,R) 上诱导崴度 p 的 t-结构。

证明. 只须验证

D≤p
S (X,R) ⊂ D≤q

T (X,R), D≥p
S (X,R) ⊂ D≥q

T (X,R).

第一条包含立即由 S ⊃ T 时 p(S) ≤ q(T ) 得到。
验证第二条。设 K ∈ D≥p

S (X,R)，T 是 T 的一个片层，S 是包含 T 的 S-片层，并
写成

T
i−→ S

j−→ X.

只须证明
Hn(ji)!K = 0 (n < q(T )).

有 (ji)! = i!j!；上文已知，各 Hmj!K 是 S 上的局部常值层，并在 m < p(S) 时为零。
记 T, S 的定向层（orientation sheaf；法：faisceau d’orientation）分别为 orT , orS。

它们局部同构于常值层 Z。令

or := Hom(orT , i∗ orS), d := dimS − dimT ;

or 是 T 在 S 中的法定向层。这里 Hom 表示层内 Hom。若 L 是 S 上的层复形，且各
上同调层局部常值，则

i!L
∼−→ i∗L⊗Z or[−d].

取 L = j!K，便有
Hni!j!K = 0 (n < p(S) + d).

而假设给出 q(T ) ≤ p(S) + d，故结论成立。 □

推论 2.1.15. 每个 p–S-崴层都是 q–T -崴层，且包含函子正合。若 U 是若干 S-片层
组成的局部闭集，j : U ↪→ X，则

qj!,
qj!, qj∗,

qj∗, qj!∗

限制到 p–S-崴层后，分别就是

pj!,
pj!, pj∗,

pj∗, pj!∗.

2.1.16
除 2.1.13 的条件外，再假设 R 是交换域，且 X 有一个局部有限三角剖分，使

S 的每一片层都是若干开单形之并。例如，X 可以是带有 Whitney 分层（Whitney
stratification；法：stratification de Whitney）的实代数集。此时可使用 Verdier 对偶理
论。Verdier 对偶是 Dc(X,R) 的一个对合自同构；若 j : U ↪→ X 是若干片层组成的
局部闭集的包含映射，它互换 j! 与 j∗，也互换 j! 与 j∗。若不假设 R 交换，则对偶把
Dc(X,R) 送到 Dc(X,R

opp)。
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2 分层空间与概形上的崴层

设片层 S 的维数为 d，定向层为 or。S 上的 Verdier 对偶

DK := RHom(K,R⊗ or[d])

对 K ∈ DS(S,R) 满足

H iDK = (H−d−iK)∨ ⊗ or .

这里必须使用K 的上同调层局部常值且秩有限这一事实，也要用到 R是域。交换 Artin
局部环也可以，例如 Z/`nZ：只须选取内射对偶模 I（当 R = Z/`nZ 时可取 I = R），
并对到一点的投影 a 把 Verdier 对偶定义为 K 7→ RHom(K,Ra!I)。

定义崴度 p 的对偶崴度（dual perversity；法：perversité duale）p∗ 为

p∗(S) := −p(S)− dimS.

上式表明，D 互换 D≥p 与 D≤p∗，也互换 D≤p 与 D≥p∗；这里 p∗∗ = p。特别地，它互
换崴度 p 与崴度 p∗ 的崴层，也互换 pH i 与 p∗H−i。对若干片层组成的局部闭集的包含
映射 j，它分别互换

pj! ↔ p∗j∗,
pj! ↔ p∗j∗, pj!∗ ↔ p∗j!∗.

在 Dc(X,R) 中，崴度 p 的崴层也可由下列条件刻画：对每一片层 j : S ↪→ X，

H ij∗K = 0 (i > p(S)), H ij∗DK = 0 (i > p∗(S)).

若所有片层都是偶数维，则存在自对偶崴度（self-dual perversity；法：perversité auto-
duale）

p1/2(S) = −
1

2
dimS.

命题 2.1.17. 在 2.1.16 的假设下，设所有片层均为偶数维，并取自对偶崴度 p1/2。
若 j : U ↪→ X 是若干片层组成的开集，A 是 U 上的自对偶崴层，则 j!∗A 是 A 在
Dc(X,R) 中唯一的自对偶延拓 P，满足：对每一片层 S ⊂ X \ U，

H iP |S = 0

(
i ≥ −1

2
dimS

)
.

j!∗A 的自对偶性来自 A 与 j!∗ 的自对偶性；其唯一性直接应用 2.1.9 与 2.1.16 即
得。

注记 2.1.18. 若 U 可定向、光滑且纯维数为 d，可取 A = R[d/2]，即把常值层 R

放在次数 −d/2。此时 j!∗A 就是导言中记作 IC ′ 的相交复形；2.1.17 正是 Verdier 对
IC ′ 的刻画。
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2.1.19
设 (X,S,O) 如 2.1.1，Oopp 是 O 的反环层（opposite ring sheaf；法：faisceau

d’anneaux opposé），p, q 是两个崴度。下述命题刻画函子
L
⊗ : D−(X,Oopp)×D−(X,O) −→ D−(X,Z)

与
RHom : D−(X,O)×D+(X,O) −→ D+(X,Z)

相对于崴度的行为。若 O 交换，当然可把 Z 换成 O。

命题 2.1.20. 函子
L
⊗ 把 D≤p ×D≤q 映入 D≤p+q；函子 RHom 把 D≤p ×D≥q 映入

D≥q−p。

证明. 第一条断言显然，因为导出张量积逐点计算；第二条由剥离论证（dévissage；
法：dévissage）证明。
取 K ∈ K≤p、L ∈ D≥q。37通过剥离，可化归到

K = j!A[−n],

其中 A 是片层 S 上的一个层，j : S ↪→ X 是包含映射，并且 n ≤ p(S)。此时

RHom(j!A[−n], L) = j∗RHom(A[−n], j!L).

由假设，j!L ∈ D≥q(S)(S,O)，故

RHom(A[−n], j!L) ∈ D≥q(S)−n(S,Z) ⊂ D≥q(S)−p(S)(S,Z).

函子 j∗ 对任意崴度都左 t-正合，因此 RHom(j!A[−n], L) ∈ D≥q−p。 □

令 p = q，立即得到：

推论 2.1.21. 若 K ∈ D≤p(X,O)、L ∈ D≥p(X,O)，则

H iRHom(K,L) = 0 (i < 0).

也可把 2.1.4 的 Hom(K,L[i]) = 0（i < 0）局部化（localization；法：localisation），
得到这个推论。

推论 2.1.22. 若 K ∈ D≤p(X,O)、L ∈ D≥p(X,O)，则

U 7−→ HomD(U,O)(K|U , L|U)

是 X 上的一个预层（presheaf；法：préfaisceau），并且事实上是层。

由 2.1.21，H iRHom(K,L) = 0 对 i < 0 成立。因此局部到整体谱序列（local-to-
global spectral sequence；法：suite spectrale du local au global）给出

HomD(U,O)(K|U , L|U) = H0
(
U,H0RHom(K,L)

)
.

37译者注：原文此处作 K≤p。根据命题及 2.1.19 的函子定义域，这里应理解为 D≤p。
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2 分层空间与概形上的崴层

给 X 的每个开集 U 配上 S 诱导的分层和 p 诱导的崴度。X 上崴度 p 的崴层限
制到 U 后仍是 U 上崴度 p 的崴层。

推论 2.1.23. X 的各开集上的崴度 p 的崴层组成一个叠。

证明. 这里使用 3.2；2.2.19 将给出一个不依赖 3.2 的变体。由 2.1.22，崴层先组成
一个“预叠”：态射可以粘合。对象的粘合使用 3.2.4，而 2.1.21 保证其假设成立。 □

变体 2.1.24。不一定要取 X 为分层拓扑空间，也可以取分层拓扑斯。一个重要情形是：
X 是带有分层的概形 S 的平展拓扑斯。

2.2 概形

2.2.1
作为模型，先考虑复代数簇。也就是把 2.1 应用于下列情形。

空间。设 X 是 C 上有限型分离概形，取复点集 X(C) 及其通常拓扑。

崴度。只考虑这样的崴度：一个片层 S 的 p(S)只依赖其维数；这里的拓扑维数总是偶
数。因此所需数据是定义在非负偶整数上的函数

p : {0, 2, 4, . . .} −→ Z.

置
p∗(n) := −n− p(n),

这就是对偶崴度函数。假设 p 与 p∗ 都单调递减；等价地，对 n ≤ m，

0 ≤ p(n)− p(m) ≤ m− n.

分层。回忆：X 的任意代数分层都有 Whitney 加细（见 J. L. Verdier, “Stratifications
de Whitney et théorème de Bertini–Sard”, Invent. Math. 36 (1976), 295–312）。我们使
用的分层，是 X 的各片层等维的代数 Whitney 分层；它们满足 2.1.13 中我们所需的
a)、b)、c)。在以下复数情形的讨论中，简称其为分层。
对每个分层 S，定义其崴度 pS 为

pS(S) = p(2 dimalg S) = p(dimtop S).

以下把代数维数 dimalg S 简记为 dimS。
设 R是左 Noether环。可构造导出范畴（constructible derived category；法：catégorie

dérivée constructible）
Dc(X(C), R)

是 D(X(C), R) 的全子范畴，由上同调层均可构造的复形 K 组成。又置

Db
c(X(C), R) := Db(X(C), R) ∩Dc(X(C), R).
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它是各 Db
S(X(C), R) 的滤过并。崴度 pS 在每个 Db

S(X(C), R) 上定义一个 t-结构。
由 2.1.14 及对 p 的假设，当分层不断加细时，这些 t-结构彼此诱导。取极限便在
Db
c(X(C), R) 上得到崴度 p 的 t-结构(

Db,≤p
c (X(C), R), Db,≥p

c (X(C), R)
)
.

仿照 2.1.4，可由此得到 Dc(X(C), R) 上的 t-结构。具体地，取整数 a, b，使对
0 ≤ i ≤ dimX 都有

a ≤ p(2i) ≤ b.

定义 D≤p
c (X(C), R) 为满足下列条件的 K ∈ Dc(X(C), R) 所成的子范畴：

H iK = 0 (i > b), τ[a,b]K ∈ Db,≤p
c (X(C), R).

对偶地，D≥p
c (X(C), R) 由满足

H iK = 0 (i < a), τ[a,b]K ∈ Db,≥p
c (X(C), R)

的对象组成。
对任意 S ⊂ X，约定

p(S) := p(2 dimS).

命题 2.2.2. 设 K ∈ Dc(X(C), R)。下列条件等价：

(i) K ∈ D≤p
c (X(C), R)（相应地，K ∈ D≥p

c (X(C), R)）。38

(ii) 对 X 的每个不可约子簇 S ′，都存在一个稠密 Zariski开集 S ⊂ S ′；若 i : S(C) ↪→
X(C) 是包含映射，则

Hni∗K = 0 (n > p(S))

（相应地，Hni!K = 0 对 n < p(S) 成立）。

再设 T 是有限个 Zariski 局部闭、光滑、等维子集组成的族，其并为 X；并且对
每个 S ∈ T，记 iS : S ↪→ X，各 Hni∗SK 与 Hni!SK 都局部常值。则上述条件还等价
于：

(iii) 对每个 S ∈ T，
Hni∗SK = 0 (n > p(S))

（相应地，Hni!SK = 0 对 n < p(S) 成立）。

证明. 先假设 K ∈ Db
c。对任意充分细的分层 S，都有 K ∈ Db

S。特别地，可以找到
满足命题所列性质的族 T。只须证明

(i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) =⇒ (i).

(ii)⇒(iii) 显然。为证 (i)⇒(ii)，取充分细的分层 S，使 K ∈ Db
S，因而 K ∈ Db,≤p

S （相
应地，Db,≥p

S ），并使 S ′ 是某个片层的闭包即可。

38据勘误第 25 条修正。
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再证 (iii)⇒(i)。取加细 T 的分层 S，使 K ∈ Db
S。关于 p 的假设与 2.1.14 的证明

表明
K ∈ Db,≤p

S (相应地Db,≥p
S ),

故 (i) 成立。
一般情形中，取 a, b 使

a ≤ p(2i) ≤ b (0 ≤ i ≤ dimX).

在 (i)、(ii)、(iii) 中把 K 换成 τ≥aK（相应地，τ≤bK），所得条件与原条件等价；只须
再证明每个条件都蕴含

H iK = 0 (i > b) (相应地i < a).

对 (i)，这是定义的一部分。对 (ii)、(iii)，重复 2.1.2后面证明 (2.1.2.1)的论证即可；处
理 (iii) 时，先把 T 换成更细的分层。处理 (ii) 时，对 dimS ′ 作下降归纳，证明：对每
个不可约子簇 S ′ 及每个 i > b（相应地，i < a），存在稠密开集 S ⊂ S ′，使 H iK|S = 0。
□

2.2.3
若 U 是 X 的局部闭子集，则对任意充分细的分层，U 都是若干片层之并。因此，

可对包含映射 j : U ↪→ X 应用 2.1.6：j! 与 j∗ 右 t-正合，j! 与 j∗ 左 t-正合。以下沿用
2.1.7 的记号 τ≤p, H

p, pj!, . . .，其中各项结论仍然成立。
若 U 是 X 的 Zariski 开集，闭补集为 F，记 i : F ↪→ X 为包含映射。此时

Dc(X(C), R) 上崴度 p 的 t-结构，是把 Dc(U(C), R) 与 Dc(F (C), R) 上的结构粘合而
得。因此可如 2.1.8 那样应用 1.4 的形式体系。特别地，对 U 上的 p-崴层 A，由 1.4.23
有39

j!∗A = pτF≤−1j∗A. (2.2.3.1)

假设 dimF ≤ d，置 t = p(2d)。由于 τ<ti
∗j∗A ∈ pD<0

c ，并且40

(τ<ti
∗j∗A, i

∗j∗A, τ≥ti
∗j∗A)

是好三角，若 τ≥ti
∗j∗A ∈ pD≥0

c ，便有同构

pτ<0i
∗j∗A

∼−→ τ<ti
∗j∗A,

从而
pτF<0j∗A

∼−→ τF<tj∗A.

命题 2.2.4. 若 F 光滑、纯维数为 d，并且 H ii∗j∗A 在 F 上于 i ≥ t := p(2d) 时局
部常值，则

j!∗A = τF≤t−1j∗A. (2.2.4.1)
39据勘误第 26 条修正。
40据勘误第 27 条修正。
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这是把 2.2.2 (iii) 应用于 F 与 T = {F} 后，由上述比较立即得到的。它与 j!∗ 的
传递性合在一起，就是 2.1.11 的对应版本。
同样，在关于 F 的相同假设下，若 H ii∗j∗A 的局部常值性分别对 i ≥ t − 1 或

i ≥ t+ 1 成立，则由 1.4.23 分别得到

pj!A = τF≤t−2j∗A, (2.2.4.2)

以及
pj∗A = τF≤tj∗A. (2.2.4.3)

命题 2.2.5. 若 f : X → Y 是拟有限态射（quasi-finite morphism；法：morphisme
quasi-fini），则 f! 与 f ∗ 右 t-正合；它们的右伴随 f ! 与 f∗ 左 t-正合。

证明. 对 K ∈ Dc，条件 K ∈ D≤p
c 等价于对每个 i 都有支集维数估计

p
(
2 dimSuppH iK

)
≥ i.

普通层函子 ◦f! 正合，所以

H if!K = ◦f!H
iK, SuppH if!K = f(SuppH iK).

由拟有限性，

dimSuppH if!K = dimSuppH iK.

同理，41

H if ∗K = ◦f ∗H iK, SuppH if ∗K = f−1(SuppH iK),

且

dimSuppH if ∗K ≤ dimSuppH iK.

这证明 f! 与 f ∗ 右 t-正合；再由伴随性和 1.3.17 (iii)，f ! 与 f∗ 左 t-正合。 □

注记。这里至关重要的是：崴度条件用片层的维数而非余维数定义；当 X,Y 不同维时，
两者不可混用。

推论 2.2.6.

(i) 若 f 有限，则 f! = f∗ 是 t-正合函子。

(ii) 若 f 平展，则 f ! = f ∗ 是 t-正合函子。

41译者注：此处保留原书的等号。若 Supp 指非零茎点集的闭包，则一般只能断言 SuppHif∗K ⊂
f−1(SuppHiK)。例如，令 j : A1 \ {0} ↪→ A1 为开嵌入，取 K = j!R，令 f 为原点的包含映射。此时 f∗K = 0，
但 f−1(SuppK) = {0}。上述包含关系已足以推出下文的维数不等式。若支集指非零茎点集，则本等式成立，但前
面的 f! 支集公式应去掉闭包。

66



2 分层空间与概形上的崴层

2.2.7
设 f 拟有限，F 是 X 上的 p-崴层。则

f!F ∈ pD≤0, f∗F ∈ pD≥0.

自然态射 f!F → f∗F 因而有分解

f!F −→ pf!F −→ pf∗F −→ f∗F. (2.2.7.1)

定义
f!∗F := Im(pf!F → pf∗F ).

2.2.8
与 2.1.20 相同，若崴度 p, q 满足：对 n ≤ m，

(p+ q)(n)− (p+ q)(m) ≤ m− n,

则导出张量积把
D−,≤p
c ×D−,≤q

c

映入 D−,≤p+q
c 。若 q − p 单调递减，则 RHom 把

D−,≤p
c ×D+,≥q

c

映入 D+,≥q−p
c 。

特别地，若 K ∈ D≤p
c 、L ∈ D≥p

c ，则

H iRHom(K,L) = 0 (i < 0),

而
U 7−→ HomD(U)(K|U , L|U)

是一个层。如 2.1.23，p-崴层组成一个叠。
若 R 是交换域，Verdier 对偶互换42

D>p ↔ D≤p∗ , D≥p ↔ D≤p∗ ,

从而互换 p-崴层与 p∗-崴层，也互换

pHj ↔ p∗H−j;

参见 2.1.16。
42译者注：这里保留原书的两组上下标。它们重复且不相容。由 2.1.16，正确的两组对应为 D≥p ↔ D≤p∗ 与

D≤p ↔ D≥p∗。
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2.2.9
设 X 是域 k 上的有限型概形，` 是不同于 char k 的素数。以下所论的层均取平展

拓扑；局部闭子集仍按 Zariski 拓扑理解。43 目标是定义 X 上崴度 p 的 Qℓ-崴层。Z/`
的情形稍简单，先从它开始。

2.2.10
由于野分歧（wild ramification；法：ramification sauvage）现象，不再有能起Whitney

分层作用的分层。我们改为考虑二元组 (S,L)，其中：
a) S 是 X 的有限局部闭分拆，各部分称为片层。每一片层的闭包都是若干片层之

并；基变换到 k 后，各片层的约化概形均光滑且处处同维。
b) 对每个片层 S，L 指定一个有限集合 L(S)，其元素是 S 上局部常值 Z/`-模层

的同构类代表，并且这些层在局部常值 Z/`-模层范畴中不可约。
称 Z/`-模层是 (S,L)-可构造的，如果它在每个片层 S 上的限制局部常值，并且是

同构类属于 L(S) 的层的有限次逐次扩张。记

Db
S,L(X,Z/`)

为 Db(X,Z/`)的全子范畴，由 (S,L)-可构造复形组成；也就是说，各 H iK 均为 (S,L)-
可构造层。
若 S 的每一片层都是 S ′ 的若干片层之并，且 L(S)中的层都是 (S ′,L′)-可构造的，

则称 (S ′,L′) 加细 (S,L)。
最后加入条件：
c) 对 S ∈ S、F ∈ L(S)，若 j : S ↪→ X 是包含映射，则各 Rnj∗F 都是 (S,L)-可

构造的。
与 2.1.13 相同，条件 c) 保证：若 j : U ↪→ V ⊂ X，且 U, V 都是若干片层组成的

局部闭集，则 j∗, j!, j
∗, j! 在相应的 Db

S,L(−,Z/`) 之间取值。
Rj∗ 的可构造性定理（[3], 1.1）说明：任意满足 a)、b) 的系统 (S,L) 都有一个满

足 a)、b)、c) 的加细 (S ′,L′)。事实上，若在由维数至少为 n 的片层组成的部分上 a)、
b)、c) 已成立，可构造性定理允许加细该系统而不改动这些片层，使条件在维数至少
为 n− 1 的部分上也成立；重复此过程即可。

2.2.11
设 p 如 2.2.1，并在 S 上定义崴度

pS(S) := p(2 dimS).

如前所述，它在 Db
S,L(X,Z/`) 上给出一个 t-结构。当 (S,L) 不断加细时，这些 t-结构

彼此诱导；纯性定理 SGA 4 XVI 3.7 给出 2.1.14 的对应版本。取极限，便在滤过并

Db
c(X,Z/`) =

⋃
(S,L)

Db
S,L(X,Z/`)

43据勘误第 28 条修正。
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2 分层空间与概形上的崴层

上得到 t-结构 (
Db,≤p
c (X,Z/`), Db,≥p

c (X,Z/`)
)
.

再如 2.2.1 那样，得到 Dc(X,Z/`) 上的 t-结构。2.2.2–2.2.8 仍然成立，证明实质相同；
平展上同调中的对偶形式体系（SGA 4 XVIII）取代 Verdier 对偶。
特别地，与分层空间的情形相同，存在自对偶崴度44

p1/2 : S −→ Z, S 7−→ − dimS.

2.2.12
设 x 是 X 的一点，不必为闭点。把 x 在 X 中的包含映射分解为

x {x} X,j i

并定义

i!x := j∗i!.

用这一记号，2.2.2 (ii) 对 D≤p
c （相应地，D≥p

c ）可改写成如下更简洁的形式：

(ii)∗ 对 X 的每一点 x（闭点或非闭点），记 dimx := dim {x}，则45

H ii∗xK = 0
(
i > p(2 dimx)

)
,

相应地，46

H ii!xK = 0
(
i < p(2 dimx)

)
.

这一逐点表述还可用于不要求可构造性、也不借助分层的 t-结构构造；见 [Gab04]。47

2.2.13
对 Z/`n-模层，更一般地，对有限 Z/`n-代数 R 的 R-模层，也作同样处理。仍

可让 L 在每一片层上指定一个由不可约局部常值 Z/`-模层组成的有限族，并约定：
K ∈ Db(X,R) 是 (S,L)-可构造的，是指各

`iH∗K/`i+1H∗K

作为 Z/`-模层都是 (S,L)-可构造的。

44据勘误第 29 条修正。
45据勘误第 31 条修正。
46据勘误第 32 条修正。
47据勘误第 30 条修正。
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2.2.14
对 Zℓ-层（相应地，Qℓ-层等），也按同一路线处理：先定义满足通常六函子形式体

系的三角范畴
Db
c(X,Zℓ)

(
相应地Db

c(X,Qℓ), . . .
)
,

再定义其“自然”t-结构，使它的心成为 X 上可构造 Zℓ-层（相应地，Qℓ-层等）所成
的阿贝尔范畴（SGA 5 VII 1.1）。
若基域有限或代数闭；更一般地，若对 k 的每个有限扩张 k′，群

H i
(
Gal(k/k′),Z/`

)
均有限，则 [1], 1.1.2 给出如下方案：置

Db
c(X,Zℓ) := 2−lim←−

n

Db
ctf (X,Z/`n). (2.2.14.1)

这里 ctf 表示“可构造且 Tor 维数有限”；右端是投射 2-极限（projective 2-limit；法：
2-limite projective）。转移函子取为标量扩张

−
L
⊗

Z/ℓn
Z/`m.

必须限制在有限 Tor 维数的对象上，才能保证这些函子把 Db 映入 Db。
下列命题与 [3] 的有限性定理合用，保证这样确实得到一个三角范畴。

命题 2.2.15. 设 (Dn)n∈N 是三角范畴的投射系，转移函子

Tm,n : Dn −→ Dm

均为正合函子。若对每个 n ∈ N 及任意 K,L ∈ Dn，集合 Hom(K,L) 都有限，则投射
2-极限 D 配上如下三角族后成为三角范畴：一个三角属于该三角族，当且仅当它在每
个 Dn 中的像都是好三角。

证明. 设 u : X → Y 是 D 中的态射，un : Xn → Yn 是它在 Dn 中的像。为验证 TR1，
对每个 n 选取以 un 为底的好三角 Tn。在 Dn 中应用 TR3，可构造以 un 上恒等自同
构为底的三角态射

Tn,n+1(Tn+1) −→ Tn.

这些态射都是同构，因而可取 Tn 的投射极限，得到所需的好三角 T。
再设 D 中有两个好三角 T , T ′，以及它们底之间的态射 f：

X Y Z

X ′ Y ′ Z ′ .

u

fX fY

(1)

(1)

对每个 n，分别以 Tn, T ′
n, fn 记 T , T ′, f 在 Dn 中的像，并令 Hn 为诱导 fn 的三角态射

Tn → T ′
n 所成的集合。函子 Tn,n+1 把 Hn+1 映入 Hn，而 lim←−Hn 正是诱导 f 的三角态

射 T → T ′ 所成的集合。依假设，每个 Hn 有限；由 Dn 中的 TR3，它又非空。因此
lim←−Hn 6= ∅，这就验证了 D 中的 TR3。TR4 的验证相同，TR2 则显然成立。 □
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2 分层空间与概形上的崴层

2.2.16
定义 (2.2.14.1) 的优点在于：Db

c(X,Zℓ) 的六函子形式体系可直接取极限得到。自
然 t-结构的定义则较为微妙，因为 Db

c(X,Z/`n) 中的 τ≤i 不保持有限 Tor 维数，也不
与标量扩张交换。
定义函子

H i : Db
c(X,Zℓ) −→ {X 上可构造 Zℓ-层}

如下：若 K 由系统 Kn ∈ Db
ctf (X,Z/`n) 给出，就令 H i(K) 为投射系 (H i(Kn))n 所定

义的 Zℓ-层。以下把 Kn 记作

K
L
⊗
Zℓ

Z/`n.

有通常的短正合列

0 −→ H i(K)⊗Zℓ
Z/`n −→ H i

(
K

L
⊗
Zℓ

Z/`n
)

−→ TorZℓ
1

(
H i+1(K),Z/`n

)
−→ 0.

(2.2.16.1)

当 n 变化时，这些正合列组成投射系，而其中 Tor1 项所成的投射系本质为零。
定义 Db

c(X,Zℓ)≤0（相应地，Db
c(X,Zℓ)≥0）为满足

H iK = 0 (i > 0)
(
相应地i < 0

)
的对象所成的子范畴。要确认这确实是 t-结构，关键在于构造截断函子 τ≤i；这一构造
见 [1], 1.1.2。函子 H0 给出范畴等价

Db
c(X,Zℓ)≤0 ∩Db

c(X,Zℓ)≥0 ∼−→ {X 上可构造 Zℓ-层}.

由 (2.2.16.1)，K ∈ Db
c(X,Zℓ)≤0 当且仅当对某个（也就对每个）n，

K
L
⊗
Zℓ

Z/`n ∈ Db
c(X,Z/`n)≤0.

O. Gabber 提出了一个不附加条件的良好定义。以 D̂b
c(X,Zℓ) 记由此得到的三角

范畴。48 存在保守函子
D̂b
c(X,Zℓ) −→ Db

c(X,Zℓ),

它在同构类集合上是双射。若 K,L ∈ D̂b
c(X,Zℓ)，模 `n 约化分别为 Kn, Ln，则有短正

合列49

0 −→ lim←−
1 Hom−1(Kn, Ln) −→ Hom(K,L) −→ lim←−Hom(Kn, Ln) −→ 0.

设 X = Spec k，k 是 k 的可分闭包，V 是带有 Gal(k/k) 连续作用的有限型 Zℓ-模。若
K（相应地，L）是仅在次数 0 非零的 Zℓ（相应地，V），则在 D̂b

c 中

Homi(Zℓ, V ) = H i
(
Gal(k/k), V

)
,

右端由连续上链复形计算。由于这一新定义尚未写出，我们只得采用稍窄、但可应用
2.2.15 的框架。

48据勘误第 33 条修正。
49据勘误第 34 条修正。
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2.2.17
令

Db
S,L(X,Zℓ)

为 Db
c(X,Zℓ) 的全子范畴，由满足下列任一等价条件的 K 组成；两条件的等价性来自

(2.2.16.1)：

(a) 对每个（相应地，某个）n，

K
L
⊗
Zℓ

Z/`n ∈ Db
S,L(X,Z/`n);

(b) 各 H iK ⊗Zℓ
Z/` 都是 (S,L)-可构造的。

当 (S,L) 变化时，Db
c 是这些 Db

S,L 的滤过并。与 2.2.10 相同，先在 Db
S,L 上粘合 t-结

构，再对 (S,L) 取极限，由此定义 Db
c 上崴度 p 的 t-结构。

与 2.2.16 相同，
K ∈ pD≤0

c (X,Zℓ)

当且仅当它的模 ` 约化属于
pD≤0

c (X,Z/`).

2.2.18
回忆按定义

Db
c(X,Qℓ) := Db

c(X,Zℓ)⊗Zℓ
Qℓ,

而可构造 Qℓ-层所成的阿贝尔范畴，是可构造 Zℓ-层范畴张量 Qℓ 所得的范畴。全子范
畴

Db
S,L(X,Qℓ),

即 Db
S,L(X,Zℓ)⊗Qℓ 的像，由满足下列条件的 K 组成：每个 H iK 都可写成某个 (S,L)-

可构造 Zℓ-层与 Qℓ 的张量积。与前面一样，对 (S,L)取极限并作粘合，定义 Db
c(X,Qℓ)

上崴度 p 的 t-结构。
对任意区间 [a, b]，自然函子

pD[a,b]
c (X,Zℓ)⊗Zℓ

Qℓ −→ pD[a,b]
c (X,Qℓ)

是等价。特别地，取 a = b = 0，Qℓ-崴层所成的阿贝尔范畴由 Zℓ-崴层范畴张量 Qℓ 得
到。
设 Eλ 是 Qℓ 的有限扩张，Oλ 是其赋值环。可像处理 Zℓ-层那样处理 Oλ-层，再张

量 Eλ 得到 Eλ-层。也可以直接由 Qℓ-层出发：遗忘函子 ω 给出等价

Db
c(X,Eλ)

∼−→
{
K ∈ Db

c(X,Qℓ),

并配有 Qℓ-代数态射Eλ → End(K)
}
.
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其全忠实性来自谱序列50

Epq
2 = ExtpEλ⊗Qℓ

Eλ

(
Eλ,Homq(ωK, ωL)

)
=⇒ Hom(K,L). (2.2.18.1)

这里 p 6= 0 时 Epq
2 = 0；Homq(ωK, ωL) 在 Db

c(X,Qℓ) 中计算。本质满性则来自如
下事实：若 K 带有 Eλ-作用，则它是 K ⊗Qℓ

Eλ 的直和因子。
谱序列 (2.2.18.1) 可由 Db

c(X,Oλ) 上的类似谱序列得到；后一个谱序列由取极限
构造。若 Oλ 在 Zℓ 上平展，仍有 Epq

2 = 0 对 p 6= 0 成立；一般情形则未必。不过，该
谱序列仍说明遗忘函子给出全忠实函子

{Oλ-崴层} −→ {带 Oλ-作用的 Zℓ-崴层}.

它理应是等价，但我们没有验证这一点。
最后，对所有有限扩张 Eλ ⊂ Qℓ 取归纳极限，得到 Db

c(X,Qℓ)。

2.2.19
在上述各种语境中，2.2.2–2.2.8 及 2.2.12 的结论仍然成立，证明实质相同。
不过，2.1.23关于崴层组成叠的证明不能原样照搬：它所依据的 3.2是在某个层范

畴的导出范畴内部建立的。下面给出另一证明。如 2.1.23，态射能够粘合，这一点已经
知道。还须证明：若 (Ui)i∈I 是 X 的有限平展覆盖，则 Ui 上任一配有粘合资料的崴层
族 Ai，都来自 X 上的一个崴层 A。粘合资料使得：对每个可经某个 Ui 分解的平展态
射 j : V → X，可以在 V 上定义崴层 AV，并且这些定义与逆像 V ′ → V 相容。
设 f : Y → X 为任意态射，S ′ ↪→ X 是不可约局部闭子簇，并有 Cartesian 方块

T ′ Y

S ′ X.

i′

f ′ f

i

在导出范畴中有
i!f∗ = f ′

∗i
′!.

若 f 拟有限，可在 S ′ 中取稠密开集 S，使 T = f−1(S) 在 S 上有限，并且或者为空，
或者纯维数为 dimS。由此，f∗ 把

D≥p
c (Y,Qℓ) 映入 D≥p

c (X,Qℓ).

因此
pf∗ :=

pH0f∗

是从 Y 上崴层到 X 上崴层的左正合函子，其左伴随为

pf ∗ := pH0f ∗;

50译者注：原式的收敛项未写次数，此处照录。按谱序列的总次数，收敛项应为 Homp+q(K,L)。下文的全忠实
性使用总次数 0 的结论。
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参见 1.3.17 (iii)。
分别以 ji 和 jij 记 Ui → X 与 Uij := Ui ×X Uj → X 的投影。置

A := Ker

∏
i∈I

pji∗AUi
⇒

∏
(i,j)∈I×I

pjij∗AUij

 .

由伴随于 A→ pji∗AUi
的态射得到

pj∗iA −→ Ai = AUi
.

只须证明它是同构；而这又只须在每个基变换 jj 后验证。这里涉及的正像和逆像都与
这种局部化交换，于是归结为覆盖中的某个 Uj/X 有截面的情形。此时，各 Ai 都是某
个 AX 的逆像；通常的同伦论证表明，两个彼此加细的开覆盖给出相同的 Čech 上同
调，故 A = AX。
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3 补篇

3.1 滤过导出范畴、典范滤过与笨滤过

3.1.1
通常的三角范畴都有一个与之相伴的“滤过导出范畴”。起初的三角范畴与这个伴

随范畴之间的关系尚未公理化。3.1.2 将介绍连接二者的若干最有用的函子，但并不企
图列尽它们满足的所有相容关系。因此，本节必须从一个阿贝尔范畴 A、其导出范畴
D(A) 及滤过导出范畴 DF (A) 出发。

这里对 1.1.4 的定义略作修改：DF (A) 是由带有限滤过的复形所成的范畴作分式
演算得到的；这里要求整个滤过有限，而不只是逐次数有限。这正是 [8] V, §1, 2 的定
义，读者可在那里找到系统论述。对 D∗(A)（∗ = +,−, b），相应的定义相同。我们还
会偶尔使用双滤过导出范畴（bifiltered derived category；法：catégorie dérivée bifiltrée）

DF 2(A),

它也可看作三角范畴 DF (A) 所伴随的“滤过导出范畴”。
若阿贝尔范畴 A 有足够多的内射对象，则 D+(A) 可与由 A 中内射对象组成的左

有界复形的同伦范畴等同。类似地，DF+(A)（相应地，DF+2(A)）可与如下范畴等同：
对象是由 A 中内射对象组成的左有界滤过复形（相应地，双滤过复形），其滤过在每
个次数都有限且可裂；态射是滤过复形态射模掉与滤过相容的同伦。换言之，模掉形
如 dH +Hd 的态射，其中 H 次数为 −1，并保持各滤过。关于 DF+(A)，参见 [8] V,
1.4.7。

以下滤过有时递增，有时递减。两种记法按

Fi := F−i

互相转换。

3.1.2
本段采用递减滤过。有如下连接 D(A) 与 DF (A) 的函子：

GriF : DF (A) −→ D(A), (K,F ) 7−→ GriF (K), (3.1.2.1)

遗忘滤过： ω : DF (A) −→ D(A), (K,F ) 7−→ K, (3.1.2.2)
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更一般地，

F i/F j : DF (A) −→ D(A), (K,F ) 7−→ F iK/F jK (−∞ ≤ i ≤ j ≤ ∞). (3.1.2.3)

这些函子具有如下函子性。若 (i, j) ≥ (k, `)，则有

F i/F j −→ F k/F ℓ,

并且对 (i, j) ≥ (k, `) ≥ (m,n) 满足传递性。此外还有次数为 1 的态射

F−∞/F i (1)−→ F i;

对 i ≥ j，它们组成交换方块

F−∞/F i F i

F−∞/F j F j.

(1)

(1)

若 i ≥ j ≥ k，则三角 (
F j/F i, F k/F i, F k/F j

)
是好三角；其中次数为 1 的箭头是复合

F k/F j −→ F−∞/F j (1)−→ F j −→ F j/F i.

Verdier仿照 Cartan–Eilenberg中谱序列的构造，把这样一套好三角称为 D(A)的一个
谱对象（spectral object；法：objet spectral）。
反过来，有函子

平凡滤过： D(A) −→ DF (A),
K 7−→ (K,Tr),

Gr0Tr K = K, GriTr K = 0 (i 6= 0). (3.1.2.4)

从 DF (A) 到自身，有

F 0 : DF (A) −→ DF (A), (K,F ) 7−→ (F 0K,诱导滤过). (3.1.2.5)

更一般地，令
Z := Z ∪ {−∞,∞},

则对每个递增连续映射 ϕ : Z→ Z，有

[ϕ] : DF (A) −→ DF (A),

(K,F ) 7−→
(
Fφ(−∞)K

Fφ(∞)K
,

(
Fφ(n)K

Fφ(∞)K

)
n∈Z

)
.

(3.1.2.6)

若 ϕ(n) = n+ p，这就是
(K,F ) 7−→ (K,F [p]).
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把“给定底可补成好三角”及 TR4 推广后，可得：

命题 3.1.2.7. 设 D(A) 中有态射列

· · · −→ Kn+1 −→ Kn −→ · · · (n ∈ Z),

并且 Ki = 0 对 i� 0 成立，而 Ki+1
∼−→ Ki 对 i� 0 成立。则存在 (K,F ) ∈ DF (A)，

使给定态射列同构于 (F iK)i∈Z 所成的态射列。

DF 2(A) 与 DF (A) 之间也有同样的关系，而且可分别沿两个滤过来取。例如有

F i/F j, Gi/Gj : DF 2(A) −→ DF (A).

此外还有

对角滤过： δ : DF 2(A) −→ DF (A),
(K,F,G) 7−→ (K, δ(F,G)),

(3.1.2.8)

其中
δp(F,G) =

∑
i+j=p

(F i ∩Gj) =
⋂

i+j=p+1

(F i +Gj),

并且
Grpδ(F,G) =

⊕
i+j=p

GriF GrjG . (3.1.2.9)

3.1.3
设 A 是有足够多内射对象的阿贝尔范畴。对 K ∈ DF (A) 与 L ∈ DF+(A)，有自

然对象
RHom(K,L) ∈ DF (Ab).

若 L 左有界，且每个分量 Lj 的各滤过分次对象均为内射对象，则 RHom(K,L) 是通
常滤过 Hom 复形 Hom(K,L) 在 DF (Ab) 中的像。具体地，

Homn(K,L) =
∏
j−i=n

Hom(Ki, Lj),

而 f = (fi) ∈ Homn(K,L) 属于 F k，当且仅当对任意 i,m 都有

fi(F
mKi) ⊂ Fm+kLi+n.

于是

GrkF RHom(K,L) =
∏

m−n=k

RHom
(
GrnF K,GrmF L

)
([8] V, 1.4.9), (3.1.3.1)

HomD(A)(ωK, ωL) = H0ωRHom(K,L), (3.1.3.2)

以及
HomDF (A)(K,L) = H0F 0RHom(K,L) ([8] V, 1.4.6). (3.1.3.3)
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滤过复形 RHom(K,L) 与 F 0RHom(K,L) 分别给出谱序列

Epq
1 =

∏
j−i=p

Homp+q
(
GriF K,GrjF L

)
=⇒ Homp+q

D(A)(ωK, ωL), (3.1.3.4)

以及

Epq
1 =


∏
j−i=p

Homp+q
(
GriF K,GrjF L

)
, p ≥ 0,

0, p < 0,

=⇒ Homp+q
DF (A)(K,L). (3.1.3.5)

比较这两个谱序列，便得到下面的 (i)。

命题 3.1.4. 设 (K,F )、(L, F ) 如上。

(i) 假设当 n = 0 或 −1 且 i > j 时，

Homn
(
GriF K,GrjF L

)
= 0.

例如，只要
Homn

(
GriF K[−i],GrjF L[−j]

)
= 0 (n < 0),

上述假设便成立。此时自然映射

HomDF (A)(K,L)
∼−→ HomD(A)(ωK, ωL)

是同构。

(ii) 假设当 n = 0 或 1 且 n+ i− j < 0 时，

Homn
(
GriF K,GrjF L

)
= 0.

例如，只要
Homn

(
GriF K[i],GrjF L[j]

)
= 0 (n < 0),

上述假设便成立。此时

HomDF (A)(K,L) = E00
2 = Ker

(
d1 : E

00
1 → E10

1

)
.

证明. 对 (i)，应用三角 (
F 0, ω, F−∞/F 0

)
以及谱序列

Ẽpq
1 =

E
pq
1 , p < 0,

0, p ≥ 0,
=⇒ Hp+q

(
(F−∞/F 0)RHom(K,L)

)
.

由假设，右端的 H0 与 H−1 都为零，结论随即得到。对 (ii)，直接使用谱序列 (3.1.3.5)。
□
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3.1.5
设 A 是有足够多内射对象的阿贝尔范畴，D 是 D+(A) 的严格全三角子范畴51，

(D≤0,D≥0)

是 D 上的一个 t-结构。记

Db =
⋃
a≤b

D[a,b], D[a,b] := D≤b ∩ D≥a,

并记其心为

C := D≤0 ∩ D≥0.

为配合现代记号，以下以

DFD(A) 及 DFDb(A)

分别表示 DF+(A) 的如下全子范畴：对象是带有限滤过的 (K,F )，并且各 GriF K 分
别属于 D 或 Db。
定义典范滤过时，采用递增滤过更方便。若 (K,T ) ∈ DFDb(A) 且 T 递增，并且

(GrTi K)[i] ∈ C (∀i),

就称 (K,T )是典范滤过复形（canonically filtered complex；法：complexe filtré canonique）。
这等价于要求：TiK 连同自然态射 TiK → K，可与

pτ≤iK −→ K

等同。此时
pH iK = (GrTi K)[i].

命题 3.1.6. 从 DFDb(A) 中典范滤过复形所成的范畴 DFcan(Db) 到 Db 的遗忘滤过
函子

ω : DFcan(Db) −→ Db

是范畴等价。

证明. 由 3.1.4 (i) 及

Homn(A,B) = 0 (n < 0, A,B ∈ C),

立即得到 ω 全忠实。把 (3.1.2.7) 应用于态射列 (pτ≤iK)i，便得到本质满性。 □

51据勘误第 35 条修正。
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3.1.7
我们要定义函子

Db(C) −→ Db.

办法是把 C 中对象组成的有界复形，与一类特殊的滤过复形等同起来，这类对象称为
笨滤过复形（stupidly filtered complex；法：complexe filtré bête）。定义时采用递减滤过
更方便。
若 (K,F ) ∈ DFDb(A)，F 递减，并且

(GriF K)[i] ∈ C (∀i),

就称 (K,F ) 是笨滤过复形。
现取 (K,F ) ∈ DFDb(A)，置

Ki := (GriF K)[i].

好三角 (
Gri+1

F K,F iK/F i+2K,GriF K
)

给出次数为 1 的态射
GriF K

(1)−→ Gri+1
F K,

也就是态射
di : Ki −→ Ki+1.

三角态射
F i+1K/F i+3K F iK/F i+3K GriF K

Gri+1
F K F iK/F i+2K GriF K

表明上述次数为 1 的态射经 F i+1K/F i+3K 分解。因此

di+1di = 0.

于是得到函子

G : DFDb(A) −→ Cb(D), (K,F ) 7−→ (K•, d•).

命题 3.1.8. 函子 G 在笨滤过复形所成的范畴上诱导范畴等价

G : DFst(Db)
∼−→ Cb(C).

证明. 由 3.1.4 (ii) 以及

Homn(A,B) = 0 (n < 0, A,B ∈ C),
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立即得到 G 全忠实。事实上，若 K,L ∈ DFst(Db)，则

HomDF (A)(K,L) = Ker
(∏

i

Hom(Ki, Li)
d1−→
∏
i

Hom(Ki, Li+1)

)
.

这里
d1(f) = df − fd

（我们只需知道这个公式至多相差一个符号；验证留给读者）。所以 HomDF (A)(K,L) 正
好等同于从复形 K• 到 L• 的复形态射群。

下面证明本质满。给定 C 中对象组成的有界复形

0 −→ Ka −→ · · · −→ Kb −→ 0 (a ≤ b),

我们要找一个被 G 映到它的笨滤过复形 (K,F )。

第一种构造。把每个 Ki 表示成 D+(A) 中一个由内射对象组成的左有界复形

(Ki,j, d′′)

的像，并把态射 di : Ki → Ki+1 实现为复形态射 d′i。任何具有下列形式的滤过复形 X

都能解决问题：
Xn =

⊕
i+j=n

Ki,j, F pXn =
⊕
i+j=n
i≥p

Ki,j,

其微分为52

d = (−1)id′′ + d′ + r,

其中 r 的滤过次数至少为 2，也就是说

rF p ⊂ F p+2.

置
H0 = (−1)id′′, H1 = d′,

并归纳寻找双齐次次数为 (p,−p+ 1) 的 Hp，使

dp :=

p∑
n=0

Hn

满足
d2p 的滤过次数至少为p+ 1. (∗)

当 p = 1 时条件已经成立，因为每个 d′i 都是复形态射。当 p ≥ b− a 时，条件 (∗) 蕴
含 d2p = 0；于是取 d = dp 即得所求复形。

先构造 H2。依假设，
d′ i+1d′i : Ki,• −→ Ki+2,•

52据勘误第 36 条修正。
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在导出范畴中为零，因而零伦。取 H i
2 使

d′ i+1d′i = d′′H i
2 +H i

2d
′′,

则可取
H2 =

∑
i

(−1)i+1H i
2;

验证留给读者。
设 p ≥ 2，并假设已构造 H0, . . . , Hp。令 ϕ 为 d2p 中第一滤过次数等于 p+ 1 的分

量。比较恒等式
dp(d

2
p) = (d2p)dp

两边第一滤过次数为 p+ 1 的分量，得到

d′′ϕ+ (−1)pϕd′′ = 0.

因此 ϕ 是一族次数为 1− p 的复形态射

ϕi : Ki,• −→ Ki+p+1,•.

由于对 A,B ∈ C 及 n < 0 有 Homn(A,B) = 0，存在次数为 −p 的 H i
p+1，使

ϕi = d′′H i
p+1 + (−1)1−pH i

p+1d
′′.

于是可取
Hp+1 =

∑
i

(−1)i+pH i
p+1.

归纳由此完成。

第二种构造（梗概）。它实质上与第一种相同，只是改用一种不显式提及“从阿贝尔范
畴的导出范畴出发”的语言；这一事实隐藏在若干相容性的验证中，这里不再证明。
对 b− a 作归纳。若 b = a，取平凡滤过即可。若 a < b，选择 a ≤ p < b，并考虑

由原复形微分给出的两个截断复形之间的态射（靶中的 Kb 位于次数 b）

0 Ka · · · Kp 0

0 Kp+1 · · · Kb 0.

归纳假设分别用于它的源与靶；再由 G 的全忠实性，得到

f̃ : (A,F ) −→ (B,F ), f = Gr(f̃).

记 F [n] 为平移后的滤过
F [n]i := F n+i

（见 3.1.2.6）。在 DF (A) 中取复合态射

(A,F [1])
idA−−→ (A,F )

f̃−→ (B,F )

的锥，即得所求笨滤过复形。 □
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3.1.9
称函子

real := ωG−1 : Cb(C) −→ Db

为实现函子（realization functor；法：foncteur de réalisation）。它把 C 中对象组成的
每个有界复形 K•，映到如下对象：先取一个被 G 映为 K• 的笨滤过复形 (K,F )，再
遗忘其滤过。也就是说，有交换图

DFst(Db) Cb(C)

Db.

G
∼

ω
real (3.1.9.1)

若 (K,F ) 是笨滤过复形，则 (K[1], F [1]) 也是笨滤过复形，并有(
GriF [1]K[1]

)
[i] =

(
Gri+1

F K
)
[i+ 1]. (3.1.9.2)

同构 (3.1.9.2) 使下图反交换：

(
GriF [1]K[1]

)
[i]

(
Gri+1

F [1]K[1]
)
[i+ 1]

(
Gri+1

F K
)
[i+ 1]

(
Gri+2

F K
)
[i+ 2].

d

∼ ∼

d

换言之，它们给出同构
G(K[1], F [1])

∼−→ (GK)[1],

从而得到自然同构
real(K•[1])

∼−→
(
realK•)[1]. (3.1.9.3)

命题 3.1.10. 带有分次结构 (3.1.9.3) 的函子

real : Cb(C) −→ Db

可经由一个正合函子分解；后者仍记作

real : Db(C) −→ Db.

引理 3.1.11. 函子
real : Cb(C) −→ Db

可经由 Kb(C) 分解。
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证明. 设 K•, L• ∈ Cb(C)，并设它们分别是 DFst(Db) 中 (K,F )、(L, F ) 在 G 下的
像。引理来自下列交换图；它是谱序列态射 (3.1.3.5)−→(3.1.3.4) 中的一部分：

HomCb(C)(K
•, L•) HomDF (A)

(
(K,F ), (L, F )

)

HomKb(C)(K
•, L•) HomD(A)(K,L).

∼
3.1.4 (ii)

这里上、下两行的左端，分别等同于 (3.1.3.5) 与 (3.1.3.4) 的 E0,0
2 项。于是零伦态射在

real 下变为零，故 real 通过 Kb(C) 分解。 □

引理 3.1.12. 函子
real : Kb(C) −→ Db

把好三角变为好三角。

证明. 设
f : (K,F ) −→ (L, F )

是 DF (A) 中的滤过复形态射。在 f 的锥 C(f) 上定义滤过 F̃：

F̃ iC(f)m = F iLm ⊕ F i+1Km+1.

于是 (C(f), F̃ ) 是复合态射

(K,F [1]) −→ (K,F )
f−→ (L, F )

的锥。自然同构
Gri

F̃
C(f)

∼−→
(
Gri+1

F K
)
[1]⊕GriF L

给出同构
G
(
C(f), F̃

) ∼−→ C
(
G(f)

)
.

特别地，若 (K,F ) 与 (L, F ) 都是笨滤过复形，则 (C(f), F̃ ) 也是笨滤过复形；而

C(ωf) = ωC(f)

可与 real
(
C(G(f))

)
等同。更准确地说，自然好三角(

K,L,C(f)
)

可与下列好三角在 real 下的像等同：(
G(K), G(L), C(G(f))

)
.

这就证明了引理。 □

引理 3.1.13. 设
Σ : 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0
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是 C 中的短正合列，并把它看作集中在次数 0, 1, 2 的复形。则

real(Σ) = 0.

证明. 可用 A 中对象组成的复形短正合列

Σ• : A• −→ B• −→ C•

表示 Σ。把 Σ• 看成双复形，其中 A•, B•, C• 的第一次数依次为 0, 1, 2。其相伴的链复
形53 sΣ• 按第一次数滤过后是笨滤过复形，且其分次复形为 Σ。因而

sΣ• ∼−→ real(Σ).

另一方面，sΣ• 的各行都零调，所以它本身零调；结论随即得到。 □

3.1.14 构造同构 Hi ' pHi real
设 K• ∈ Cb(C)。截断 τ≤iK

• 定义为

(τ≤iK
•)j =


Kj, j < i,

Ker(di), j = i,

0, j > i.

另定义 τ ′≤iK
•：

(τ ′≤iK
•)j =


Kj, j ≤ i,

Im(di), j = i+ 1,

0, j > i+ 1.

包含态射
τ≤iK

• −→ τ ′≤iK
•

的锥同伦等价于集中在次数 i− 1, i, i+ 1 的复形

Ker(di) −→ Ki −→ Im(di).

由 3.1.13，后一复形的实现为零；再由 3.1.12，态射

real(τ≤iK•) −→ real(τ ′≤iK•)

是同构。
下面构造一个同构，把态射

real(τ≤i−1K
•) −→ real(τ≤iK•)

53译者注：法语原文为 complexe simple，意为和双复形相对应的单个链复形，即双复形的总复形。
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的锥与 H iK•[−i]等同。这将同时证明 real(τ≤iK•)可与 pτ≤i(realK•)等同，并把 H iK•

与 pH i(realK•) 等同。
可用 τ ′≤i−1K

• 代替 τ≤i−1K
•。由 1.3.1254，所求的锥就是态射

τ ′≤iK
• −→ τ≤iK

•

之锥的实现。55该锥同伦等价于集中在次数 i− 1, i 的复形

Im(di−1) −→ Ker(di),

也就是态射
Im(di−1)[i] −→ Ker(di)[i]

的锥。56因此，它的实现是同一态射在 Db 中的一个锥。由 1.2.3，这个锥在唯一同构意
义下唯一，正是

H iK•[i].

3.1.15 命题 3.1.10 证明的结束
还须证明：若 f : K• → L• 是拟同构，则 real(f) 是 Db 中的同构。函子族

pH i : Db −→ C

是保守的（1.3.7），故只须验证各 pH i real(f) 均为同构。3.1.14 的同构把它们等同于
H i(f)，而后者由假设均为同构。命题 3.1.10 得证。

命题 3.1.16. 函子
real : Db(C) −→ Db

为范畴等价，当且仅当下列条件成立：任取 A,B ∈ C、n > 0 及

f ∈ HomD(A,B[n]),

都存在 C 中的单态射 B ↪→ B′，使 f 在 HomD(A,B
′[n]) 中的像为零。

证明. 固定 A，考虑关于 B 的 δ-函子态射

real : HomDb(C)(A,B[n]) −→ HomD(A,B[n]).

左端是 C 中的 Yoneda Extn(A,B)。它们由下列性质刻画：n < 0 时为零，n = 0 时等
于 HomC(A,B)，而 n > 0时具有 3.1.16所述的可消去性。因此，3.1.16的条件等价于：
对任意 A,B ∈ C 与 n ∈ Z，自然映射

HomDb(C)(A,B[n])
∼−→ HomD(A,B[n])

54译者注：原文此处引作 1.3.12；依前文，应参见 3.1.12。
55译者注：原文在此式的源写作 τ ′

≤iK
•。依上一句的替换，源应为 τ ′

≤i−1K
•；此时才有下述自然态射及其锥。

56译者注：原文此处及下文均写作 [i]。按复形移位约定，次数 i 处的对象应写作 A[−i]。因此这里两个 [i] 应理
解为 [−i]；下文锥的对象应为 HiK•[−i]，与本段开头一致。
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都是同构。由于 Db(C) 的每个对象都可从 C 中对象由剥离论证得到，这便推出 real 全
忠实。
还须证明：若 real全忠实，则它本质满。对 ` = b−a作归纳，证明 D[a,b] 中每个对

象都属于其实质像。当 ` = 0时，C[a]显然在其实质像中。57当 ` ≥ 1时，取 a ≤ c < b。
每个 K ∈ D[a,b] 都给出好三角 (

pτ≤cK, K,
pτ>cK

)
.

由归纳假设，首尾两项都在 real 的实质像中。再由全忠实性，次数为 1 的箭头

d : pτ>cK −→ (pτ≤cK)[1]

可写成 real(δ)；于是 K[1] 同构于 δ 的一个锥在 real 下的像。故 K 也在其实质像中。
□

注记 3.1.17.

(i) 若对 A,B ∈ C 及 n < N，映射

HomDb(C)(A,B[n])
∼−→ HomD(A,B[n])

都是同构，则有单射

HomDb(C)(A,B[N ]) ↪−→ HomD(A,B[N ]).

其像恰由这样的 f 组成：存在 C 中的满态射 A′ ↠ A 与单态射 B ↪→ B′，使 f

在 HomD(A
′, B′[N ]) 中的像为零。

(ii) 对 n ≤ 1，总有同构

HomDb(C)(A,B[n])
∼−→ HomD(A,B[n]).

n ≤ 0 的情形显然；n = 1 则来自 C 对扩张稳定。事实上，每条次数为 1 的箭头
d : A

(1)−→ B 都是某个好三角

B
b−→ E

a−→ A
d−→ B[1]

的末箭头，而满态射 a : E ↠ A 与单态射 b : B ↪→ E 都使 d 的相应像为零。

3.2 局部化

3.2.1
设 S 是一个带有环层 O 的景（site；法：site）。为简单起见，假设 S 中存在有

限逆极限（finite inverse limit；法：limite projective finie），并以 s 表示一个终对象

57译者注：原文写作 C[a]。由 D[a,a] = C[−a]，本归纳步实际使用的是 C[−a]。两者都在实现函子的实质像中。
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（terminal object；法：objet final）。对每个 U ∈ ObS，记 D(U)为 U 上 O-模层所成阿贝
尔范畴的导出范畴（也就是景 S|U 上 O-模层的导出范畴）。对 S 中的态射 f : V → U，
有“逆像”函子

f ∗ : D(U) −→ D(V ).

若 K ∈ D(U)、L ∈ D(V )，所谓从 K 到 L的 f -态射（f -morphism；法：f -morphisme），
是指一个态射

f ∗K −→ L.

一般说来，诸 D(U) 并不构成 S 上的叠：导出范畴 D(S) 的对象和态射都不具有
S 上的局部性。不过，有如下结论。

命题 3.2.2. 设 K ∈ D−(S)、L ∈ D+(S)，并假设层 Exti(K,L) 在 i < 0 时为零。则
预层

U 7−→ HomD(U)(K|U , L|U)

事实上是一个层。

证明. 局部到整体谱序列

Epq
2 = Hp

(
S, Extq(K,L)

)
=⇒ Extp+q(K,L)

给出同构
HomD(S)(K,L)

∼−→ H0
(
S,Hom(K,L)

)
.

把 S 换成 S 中任意对象 U，同一公式仍然成立，命题随即得证。 □

3.2.3
本节的目标是补充上述结果：在负次数 Exti 适当消失的假设下，只须局部给出一

个 Db(S) 的对象，就确实能够得到一个整体对象。
设 C 是 S 中覆盖终对象 s 的一个 覆盖筛（covering sieve；法：crible couvrant）。

所谓一个 C-局部给定的 D(S) 对象，是指如下资料：

• 对每个 U ∈ C，给定 KU ∈ D(U)；

• 对 C 中对象之间的每个态射 v : V → U，给定从 KU 到 KV 的 v-态射 ϕv，即一
个同构

ϕ′
v : v

∗KU
∼−→ KV .

还要求对任意可复合的态射 v, w，都有

ϕvw = ϕwϕv.

若 K ∈ D(S)，则它在各 U ∈ C 上的限制 K|U 构成一个 C-局部给定的 D(S)对象。反
过来，有：

定理 3.2.4. 设 (KU) 是一个 C-局部给定的 D(S) 对象，并且存在一个与 U 无关的
区间，使

H iKU = 0
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在 i 位于该区间之外时成立。再假设对每个 U ∈ C，在 U 上都有

Exti(KU , KU) = 0 (i < 0).

则存在 K ∈ Db(S)，其限制给出 (KU)；由 3.2.2，这样的 K 在唯一同构意义下唯一。
58

这一定理说明，对偶化对象（dualizing object；法：objet dualisant）（例如凝聚层
语境中的对偶化对象）具有局部性。59

唯一性由 3.2.2 得到。为证明存在性，我们将借鉴 3.1.8 的证明以及 上同调下降理
论（cohomological descent theory；法：théorie de la descente cohomologique）（SGA 4
VI B；[2] §5 给出了概要）。

3.2.5 问题的单纯形式

在不改变拓扑斯的前提下更换景后，可以假设覆盖筛 C 由 S 中一个覆盖终对象
的对象 U 生成。于是，C-局部给出一个 D(S) 对象，等价于：给出一个 D(U) 的对象，
并给出它在

U ×s U

上的两个逆像之间的同构，使之在 U ×s U ×s U 上满足通常的 余循环条件（cocycle
condition；法：condition de cocycle）。

对 n ≥ −1，令 ∆n = [0, n] ⊂ N，并考虑幂 U∆n（n ≥ 0）组成的单纯系统。这里只
使用其底层的严格单纯系统（strict simplicial system；法：système simplicial strict），
也就是略去退化映射（degeneracy map；法：dégénérescence）。所谓诸 D(U∆n) 中对象
Kn 组成的严格单纯系统，是指下列资料：

• 对每个 n ≥ 0，给定 Kn ∈ D(U∆n)；

• 对每个递增单射 α : ∆n ↪→ ∆m，它诱导投影

p(α) : U∆m −→ U∆n ,

并给定从 Kn 到 Km 的 p(α)-态射 ϕ(α)，即态射

ϕ(α)′ : p(α)∗Kn −→ Km.

要求
ϕ(Id) = Id, ϕ(αβ) = ϕ(α)ϕ(β),

也就是说，
ϕ(αβ)′ = ϕ(α)′ ◦ p(α)∗

(
ϕ(β)′

)
.

如果所有 ϕ(α)′都是同构，就称这个严格单纯系统是笛卡尔的（cartesian；法：cartésien）。
因此，C-局部给出一个 D(S) 对象，也等价于给出诸 D(U∆n) 中对象组成的一个

笛卡尔严格单纯系统。我们须证明：若这样的系统 K• 满足
58据勘误第 38 条修正。
59据勘误第 37 条修正。
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(a) 当 |i| 充分大时，H iK0 = 0；

(b) 在 U 上，
Exti(K0, K0) = 0 (i < 0),

则 K• 来自某个 K ∈ Db(S) 的限制。经过若干单纯方法的准备后，3.2.18 将给出证明。

3.2.6
以 (∆) 表示如下范畴：对象是有限集

∆n = [0, n] (n ≥ −1),

态射是它们之间的递增单射；以 (∆)+ 表示由 n ≥ 0 的 ∆n 所成的全子范畴。设 A 是
(∆) 上一个同时 纤维化（fibered；法：fibrée）与 余纤维化（cofibered；法：cofibrée）的
范畴，A+ 是它在 (∆)+ 上的逆像。对 (∆) 中的箭头 α : ∆n → ∆m，置

s(α) = n, b(α) = m,

并以 A(n) 表示 A 在 ∆n 上的纤维。
我们所关心的情形是：A(n) 为 U∆n 上 O-模层的范畴。着眼于这个情形，对任意

α : ∆n → ∆m，把一对伴随函子记为(
p(α)∗, p(α)∗

)
, 或简记为 (α∗, α∗),

使得
Homα(F,G) = HomA(m)

(
p(α)∗F,G

)
= HomA(n)

(
F, p(α)∗G

)
.

假设各 A(n) 都是加性范畴，且 p(α)∗、p(α)∗ 都是加性函子。
由 (∆)上的范畴 A，可导出一列 (∆)上的范畴（限制后也可视为 (∆)+ 上的范畴），

其纤维依次为
C
(
A(n)

)
, K

(
A(n)

)
, . . . .

设 B是 (∆)+ 上的范畴，结构函子为 π : B → (∆)+。B在 (∆)+ 上的一个截面（section；
法：section），也就是诸纤维范畴 B(n) 中对象组成的一个严格单纯系统，是满足

π ◦ σ = Id

的函子 σ : (∆)+ → B。换言之，它由一族对象

Bn ∈ ObB(n)

及箭头 ϕ(α) 组成；对 α : ∆n → ∆m，ϕ(α) 是从 Bn 到 Bm 的一条 α-箭头，60并且

ϕ(Id∆n) = IdBn , ϕ(αβ) = ϕ(α)ϕ(β).

若 B 在 (∆)+ 上余纤维化，则给定这些 ϕ(α) 等价于在 B(m) 中给定态射

ϕ(α)′ : p(α)∗Bn −→ Bm.

当所有 ϕ(α)′ 都是同构时，称截面 B• 是笛卡尔的；也有作者称之为余笛卡尔的（co-
cartesian；法：cocartésien）。

60据勘误第 39 条修正。
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3.2.7
定义加性范畴 tot(A+) 如下：

对象： 族 (An)n≥0，其中 An ∈ A(n)；

箭头：
Hom

(
(An), (Bn)

)
=
∏
α

Homα

(
As(α), Bb(α)

)
;

复合： (
(f) ◦ (g)

)
α
=
∑
α=βγ

fβ ◦ gγ.

这里乘积取遍 (∆)+的所有箭头 α。把 A+等同于 tot(A+)的如下子范畴：若 A ∈ A(n)，
就把 A 映到族 (Ai)，其中

An = A, Am = 0 (m 6= n).

3.2.8
下面描述 tot(A+)中对象组成的复形 (K, d)。按定义，K 的每个分量 Ki 是由 A(j)

中对象组成的族 (Ki)j。重新编号，置

Kn,m := (Kn+m)n.

对 α : ∆n → ∆m，以 d(α) 表示 d 的 α-分量；它是一族 α-态射

Kn,p −→ Km,p+n−m+1,

也就是说，是从 Kn,• 到 Km,• 的一个次数为 n − m + 1 的 α-映射（α-mapping；法：
α-application）。
在 K 上定义递减滤过 L：

(LpK)n,m =

0, n < p,

Kn,m, p ≤ n,

并置
(Kn,•, d′′) :=

(
GrnLK

)
[n].

这是 A(n) 中的复形，其分量为 Kn,m，微分为 (−1)nd(Id∆n)。
对每个面态射（face morphism；法：morphisme de face）∂i : ∆n → ∆n+1，置

∂∗i = (−1)id(∂i).

这些 ∂∗i 是复形之间的 ∂i-态射

Kn,• −→ Kn+1,•.
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对 0 ≤ i < j ≤ n+ 2，两个 ∂j∂i-态射

∂∗j ∂
∗
i , ∂∗i ∂

∗
j−1

彼此同伦；一个同伦由 ±d(∂j∂i) 给出。
更一般地，对每个 α : ∆n → ∆m，等式 d2 = 0 给出∑

α=βγ

d(β)d(γ) = 0. (3.2.8.1)

以下以
∑′ 表示不允许指标为恒等映射的求和。若 m > n，恒等式 (3.2.8.1) 可改写为

′∑
α=βγ

d(β)d(γ) = (−1)m+1
(
d′′d(α) + (−1)m−nd(α)d′′

)
. (3.2.8.2)

它表明，左端之和是一个次数为 n−m+ 1 的复形 α-态射，并由同伦 (−1)m+1d(α) 零
伦。61

反过来，设给定一族复形

Kn,• ∈ ObC
(
A(n)

)
(n ≥ 0)

以及对 (∆)+ 中每条箭头 α 给定的 d(α)；其中 d(α) 是从 Ks(α),• 到 Kb(α),• 的次数为
s(α)− b(α) + 1 的 α-映射，且 d(Id∆n) 在相差符号 (−1)n 后就是 Kn,• 的微分。若这些
d(α) 满足 (3.2.8.2)，则它们来自

(K, d) ∈ C
(
tot(A+)

)
.

在这套语言中，复形态射 f : K → L是一族映射 f(α)；对 (∆)+ 中的箭头 α，f(α)
是从 Ks(α),• 到 Lb(α),• 的次数为 s(α)− b(α) 的 α-映射，并且对每个 α 都有∑

α=βγ

d(β)f(γ) =
∑
α=βγ

f(β)d(γ). (3.2.8.3)

下面给出一个充分条件，保证诸 K
(
A(n)

)
中对象组成的严格单纯系统 (Kn) 来自

K
(
tot(A+)

)
中的对象。

命题 3.2.9. 设 (Kn) 是由

Kn ∈ ObK
(
A(n)

)
(n ≥ 0)

组成的严格单纯系统。假设对任意 n、m ≥ n+3 及 (∆)+ 中的态射 α : ∆n → ∆m，都
有

Homi
(
p(α)∗Kn, Km

)
= 0 (i < 0).

则该系统来自 K
(
tot(A+)

)
中的一个对象。

61译者注：原文写作 n−m+ 1。由 3.2.8 中 d(β) 的次数定义，复合 d(β)d(γ) 的次数为 n−m+ 2。同伦 d(α)

的次数才是 n−m+ 1。3.2.9 的证明也明确给出了和的次数 s(α)− b(α) + 2。
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证明. 把每个 Kn 实现为复形 (Kn,•, d′′)，并把每个 ∂∗i 实现为复形之间的 ∂i-态射，
仍记作

∂∗i : K
n,• −→ Kn+1,•.

对 Id : ∆n → ∆n，置
d(Id) = (−1)nd′′,

并对每个 ∂i : ∆n → ∆n+1，置
d(∂i) = (−1)i∂∗i .

由假设，对 0 ≤ i < j ≤ n + 2，复合 ∂∗j ∂
∗
i 与 ∂∗i ∂

∗
j−1 彼此同伦。因此可取 d(∂j∂i)，使

(3.2.8.2) 成立。
下面构造一族满足 (3.2.8.2) 并延拓上述选择的 d(α)。作归纳：假设当

b(α)− s(α) ≤ k (k ≥ 2)

时，d(α) 已经选定；现对 b(α)− s(α) = k + 1 构造它。只须证明

S(α) :=
′∑

α=βγ

d(β)d(γ) (∗)

是一个从 Ks(α),• 到 Kb(α),• 的、次数为

−k + 1 = s(α)− b(α) + 2

的复形 α-态射。事实上，由命题的消失假设，S(α)随即零伦；这正意味着存在使 (3.2.8.2)
成立的 d(α)。
证明 (∗)。令 D 为所有满足 b(β)− s(β) ≤ k 的 d(β) 之和，并比较恒等式

D ◦ (D ◦D) = (D ◦D) ◦D

在 α 处的分量。左端为
I =

∑
α=βγ
β ̸=α

d(β)(D ◦D)(γ).

归纳假设说明，当 γ 6= α 时，(D ◦D)(γ) = 0，故

I = d(Id)S(α).

同理，右端等于 S(α)d(Id)。因此

d(Id)S(α) = S(α)d(Id),

而这正与 (∗) 等价。归纳完成。 □
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3.2.10
记 εn 为从 ∆−1 到 ∆n 的唯一映射。对任意 A ∈ A(−1)，系统 p(εn)

∗A 是 A+ 中
的严格单纯对象，并在 tot(A+) 中定义一个复形。这一构造可延拓到复形：对 K ∈
ObC

(
A(−1)

)
，以 ε∗K 表示由严格单纯系统 p(εn)

∗K 定义的 tot(A+) 中的复形；当
b(α)− s(α) > 1 时，相应的高阶 d(α) 均取为零。以如下同构规定该函子与平移的相容
结构：

(−1)n :
(
ε∗(K[1])

)n,m
= p(εn)

∗Km+1 −→
(
(ε∗K)[1]

)n,m
= p(εn)

∗Km+1.

作此选择后，由 ε∗ 取商所得的函子（仍记作 ε∗）

ε∗ : K
(
A(−1)

)
−→ K

(
tot(A+)

)
把好三角映为好三角。

3.2.11
记 C

(
tot(A+)

)+（相应地，K(tot(A+)
)+）为 C

(
tot(A+)

)
（相应地，K

(
tot(A+)

)
）

的全子范畴，其中对象 K 满足：存在充分小的 M，使

Kn,m = 0 (m < M).

对 K ∈ C
(
tot(A+)

)+，记 ε∗K 为 C+
(
A(−1)

)
中的复形，其定义为

(ε∗K)p =
⊕

n+m=p

p(εn)∗K
n,m, d =

∑
d(α).

这里直和是有限的；上式略去记号上的区别，仍以 d(α) 表示对原 d(α) 取直接像所得
的态射。有显然的同构

ε∗(K[1]) = (ε∗K)[1].

由 ε∗ 取商所得的函子

ε∗ : K
(
tot(A+)

)+ −→ K+
(
A(−1)

)
把好三角映为好三角。对 K ∈ C+

(
A(−1)

)
，伴随态射族

Kn −→ p(ε0)∗p(ε0)
∗Kn

组成一个复形态射
a : K −→ ε∗ε

∗K. (3.2.11.1)

命题 3.2.12. 函子

ε∗ : K+
(
A(−1)

)
−→ K

(
tot(A+)

)+
, ε∗ : K

(
tot(A+)

)+ −→ K+
(
A(−1)

)
构成伴随对 ε∗ a ε∗，其 单位态射（unit；法：unité de l’adjonction）为 (3.2.11.1) 中
的 a。
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证明. 对任意加性范畴 B，K(B)中从 K 到 L的态射群，是复形 Hom(K,L)• 的 H0；
其分量为

Hom(K,L)d =
∏

m−n=d

Hom(Kn, Lm),

微分由
d(f) = d ◦ f − (−1)df ◦ d

给出。为证明命题，只须对 K ∈ K+
(
A(−1)

)
和 L ∈ K

(
tot(A+)

)+ 证明由 a 诱导的态
射

Hom(ε∗K,L)• −→ Hom(ε∗ε
∗K, ε∗L)

• −→ Hom(K, ε∗L)
• (3.2.12.1)

是拟同构。
给 L 配上递减滤过，使其逐次商为只含某个 Ln,m 的复形。例如，先以⊕

n+m≥A

Ln,m

滤过 L，再以 ⊕
n≥B

Ln,A−n

滤过逐次商
⊕

n+m=A L
n,m；后一滤过是有限的。由此在 Hom• 复形上得到分离且完备

的滤过，所以只须在取相伴分次后证明 (3.2.12.1)为拟同构。于是可以并且以下就假设
L 集中在一个双次数。
再以笨截断 σ≥n 给 K 加滤过。这次 Hom• 上所得滤过在每个次数都是有限的，故

可进一步假设 K 只集中在一个次数。作平移后，最终只须考虑如下情形：K 是置于次
数 0 的对象 A，而 L 是置于双次数 (n, 0) 的 A(n) 中对象 B。此时

Hom(ε∗K,L)d =
∏

α:∆n−d→∆n

n−d≥0

Homεn(A,B).

复形 Hom(ε∗K,L)• 是 Homεn(A,B) 与 ∆n 的非退化链的复形（complex of non-
degenerate chains；法：complexe des chaînes non dégénérées）（平移 −n）的张量积。
(3.2.12.1) 的锥再平移 [−1] 后仍由同一公式给出，只是不再要求 n− d ≥ 0。最后只须
用到：∆n 的 非退化链的增广复形（augmented complex of non-degenerate chains；法：
complexe augmenté des chaînes non dégénérées）零伦。

□

3.2.13
尽管下文并不用到这一点，我们仍将在 3.2.13、3.2.14 中写出一个复形态射，用以

表示从 ε∗ε∗L 到 L 的 余单位态射（counit；法：morphisme d’adjonction）。由 3.2.8，
复形态射

b : ε∗ε∗L −→ L
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是一族次数为 s(α)− b(α) 的 α-映射

b(α) : p
(
εs(α)

)∗
(ε∗L) −→ Lb(α),•,

并须满足 (3.2.8.3)。这样的 α-映射可等同于一个从 ε∗L 到 Lb(α),• 的 εb(α)-映射 b′(α)。
形式地写成

b =
∑
α

b′(α)⊗ α,

也就是把 b 视为下列各群之积中的一个元素：∏
n

(
{εn-映射ε∗L→ Ln,•} ⊗ {∆n 的非退化链}

)
.

反过来，从 ε∗L 到 Ln,• 的次数为 s 的 εn-映射 b′，可等同于一族次数为 s + p 的
εn-映射

b′p : p(εp)∗L
p,• −→ Ln,•.

我们只考虑如下形式的 b′p 之和。它们由 β : ∆p → ∆n 标号，并且是下列两个映射的复
合：从 p(εp)∗L

p,• 到 Lp,• 的自然 εp-映射，以及一个 β-映射

b′′(β) : Lp,• −→ Ln,•.

形式地写作 b′ =
∑

β b
′′(β)。总之，我们要把 b 构造成

b =
∑
α,β

b′′(α, β)⊗ α,

其中 α 与 β 有同一终点，而 b′′(α, β) 是从 Ls(β),• 到 Lb(β),• 的 β-映射，次数为

s(α)− b(α) + s(β) = s(β)− b(β) + s(α).

对每个分解
β = β1 · · · βs(α),

复合诸 d(βi) 便给出一个这种次数的 β-映射。下面证明可取

b =
∑
k,m

∑
β1,...,βk

d(β1) · · · d(βk)

⊗
(
0, β1(0), β1β2(0), . . . , β1 · · · βk(0)

)
.

(3.2.13.1)

这里求和取遍 k,m 以及所有由 k 个可复合映射组成、复合映入 ∆m 的序列。允许空
序列（k = 0）；对每个 m，相应项为

IdLm,• ⊗(0).

括号中的序列表示把每个指标送到相应项的映射；若此映射不是严格递增的，就把该
项置为零（亦即略去）。
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我们须证明 b 是复形态射，并且它在 3.2.12 的伴随等同

Hom(ε∗ε∗L,L) = Hom(ε∗L, ε∗L)

下对应于 ε∗L 的恒等映射；也就是说，复形态射的复合

ε∗L
a−→ ε∗ε

∗ε∗L
ε∗b−→ ε∗L

应同伦于恒等映射。容易看出，它事实上就等于恒等映射：这个复合只依赖于 b 中对
应 α : ∆0 → ∆m 的分量 b′(α)⊗ α，而其中非零分量均为 IdLm,• ⊗(0)。

3.2.14
b 是复形态射。所需验证的恒等式为 db = bd，即∑

α

∑
k,m=s(α)

∑
β1,...,βk

d(α)d(β1) · · · d(βk)

⊗ α ◦
(
0, β1(0), . . . , β1 · · · βk(0)

)
=
∑
k,m

∑
β1,...,βk

(−1)k
∑
α

d(β1) · · · d(βk)d(α)

⊗
(
0, β1(0), . . . , β1 · · · βk(0)

)
+
∑
k,m

∑
β1,...,βk

∑
i

(−1)id(β1) · · · d(βk)

⊗
(
0, β1(0), . . . , β1 · · · βk(0)

)
◦ ∂i.

(∗)

其中对 k,m, β1, . . . , βk 的求和与 (3.2.13.1) 相同；i 从 0 到 k，但当 k = 0 时此和为空。
注意，若

c =
(
0, β1(0), . . . , β1 · · · βk(0)

)
是 ∆m 的退化链（degenerate chain；法：chaîne dégénérée），则∑

i

(−1)ic ◦ ∂i = 0 (mod 退化链).

为证明恒等式 (∗)，只须对每个 k ≥ 0 验证下式；它在前两项中对应 k，在第三项
中对应 k − 1：62∑

β0,...,βk

d(β0) · · · d(βk)⊗
(
β0(0), β0β1(0), . . . , β0 · · · βk(0)

)
− (−1)k

∑
β0,...,βk

d(β0) · · · d(βk)⊗
(
0, β0(0), . . . , β0 · · · βk−1(0)

)
=

∑
β0,...,βk

∑
−1≤i≤k

(−1)i+1d(β0) · · · d(βk)

⊗
(
0, β0(0), . . . , ̂β0 · · · βi(0), . . . , β0 · · · βk(0)

)
.

62译者注：原文写作 k − 1。下式右端含 k + 1 个 d(βj)，因而应取上式第三项中指标为 k + 1 的部分；其链有
k + 2 个顶点，取边界后剩下 k + 1 个顶点。
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这些和取遍由 k + 1 个可复合态射组成的链；若由括号中各项给出的 ∆k → ∆b(β0) 映
射不是单射，相应项即为零。左端两项分别就是右端的 i = −1 与 i = k 两项。为完成
证明，只须固定任意 k ≥ 0、−1 < i < k，再固定

β0, . . . , βi−1, β = βiβi+1, βi+2, . . . , βk.

这些资料已确定删去一项后的链。于是只需验证∑
βiβi+1=β

d(β0) · · · d(βk) = 0,

而这正是 (3.2.8.1)。

3.2.15
现在假设各 A(n)都是有足够多内射对象的阿贝尔范畴，并且函子 p(α)∗ 正合。于

是，p(α)∗ 把内射对象映为内射对象。若 C
(
tot(A+)

)
中的态射 f : K → L 满足：对每

个 n，
f(Id∆n) : K

n,• −→ Ln,•

都是拟同构，就称 f 为拟同构。此条件在同伦下不变；也可等价地表述为：每个 GrnL(f)
都是拟同构。导出范畴

D
(
tot(A+)

)+
定义为对 K

(
tot(A+)

)+ 中这些拟同构取逆所得的范畴。函子 ε∗ 直接下降到导出范畴，
并给出正合函子

ε∗ : D+
(
A(−1)

)
−→ D

(
tot(A+)

)+
.

函子 ε∗ 的右导出函子为

Rε∗ : D
(
tot(A+)

)+ −→ D+
(
A(−1)

)
.

要计算 L ∈ C
(
tot(A+)

)+ 的像，可取一个拟同构
L

∼−→ L′,

使 L′ 的各双齐次分量（bihomogeneous component；法：composante bihomogène）均为
内射对象，再取 ε∗L

′。事实上，只须 L′ ∈ C
(
tot(A+)

)+ 与 L 拟同构，并且对每个 n，
自然态射

p(εn)∗L
′n,• ∼−→ Rp(εn)∗L

n,• 在D+
(
A(−1)

)
中

为同构。由 3.2.12 立即得到：ε∗ 与 Rε∗ 仍构成伴随对。

3.2.16
诸范畴 D

(
A(n)

)
自然组成 (∆)+ 上的一个余纤维化范畴。设

K ∈ D
(
tot(A+)

)+
.
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诸 GrnLK 组成该余纤维化范畴的一个截面。63若

K = ε∗K−1, K−1 ∈ ObD+
(
A(−1)

)
,

则此截面是余笛卡尔的：它就是系统 p(εn)
∗K−1。鉴于当前语境，我们以下称“笛卡

尔的”而不称“余笛卡尔的”。若 K ∈ D
(
tot(A+)

)+ 满足：诸 GrnLK[n] 连同 3.2.8
中定义的 ∂i-映射，组成 D

(
A(n)

)
系统的 笛卡尔截面（cartesian section；法：section

cartésienne），就称 K 为 笛卡尔对象（cartesian object；法：objet cartésien）。换言之，
对每个 i，诸

H i
(
GrnLK[n]

)
须组成 A+ 在 (∆)+ 上的笛卡尔截面。

定理 3.2.17. 除 3.2.6 与 3.2.15 的假设外，再假设：

a) 函子
A 7−→

(
p(εn)

∗A
)
n≥0

给出 A(−1) 与 A+ 在 (∆)+ 上的笛卡尔截面范畴之间的范畴等价；

b) 对每个 A ∈ A(−1)，把它视为 D+
(
A(−1)

)
中的对象 A[0] 后，伴随态射

A −→ Rε∗ε
∗A

是同构。

则 ε∗ 与 Rε∗ 互为逆等价，把 D+
(
A(−1)

)
等同于 D

(
tot(A+)

)+ 中笛卡尔对象所成的
范畴。

证明. 我们将证明：对 K ∈ D+
(
A(−1)

)
，以及对 D

(
tot(A+)

)+ 中任意笛卡尔对象
L，相应的伴随态射

a : K −→ Rε∗ε
∗K, (3.2.17.1)

b : ε∗Rε∗L −→ L (3.2.17.2)

都是同构。使 (3.2.17.1)（相应地，(3.2.17.2)）成为同构的对象 K（相应地，L），组成
D+
(
A(−1)

)
（相应地，D

(
tot(A+)

)+）的三角子范畴。由假设，(3.2.17.1) 对 K = A[0]

成立；通过剥离，它对每个 K ∈ Db
(
A(−1)

)
都成立。最后，对每个 i，

τ≤iRε∗ε
∗K

只依赖于 τ≤iK，所以 (3.2.17.1) 对所有 K ∈ D+
(
A(−1)

)
都是同构。

这已足以说明 ε∗ 给出 D+
(
A(−1)

)
与其在 D

(
tot(A+)

)+ 中的像之间的等价，并且
(3.2.17.2) 对像中的 L 是同构。事实上，若 L = ε∗K，则同构 ε∗K

∼−→ L 经伴随后对应
于同构 K

∼−→ Rε∗L。

63译者注：原文此处漏写移位 [n]。依 3.2.8，截面的对象应为 (GrnL K)[n] = Kn,•；以下笛卡尔对象的定义也采
用这一移位。
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现在设 L ∈ D
(
tot(A+)

)+ 是笛卡尔对象。对每个 i，A+ 在 (∆)+ 上的截面

H iLn,•

是笛卡尔的，因而由假设来自某个 hi ∈ A(−1)。以

(τ≤iL)
n,• = τ≤i(L

n,•)

定义 L 的典范滤过。于是，在 D
(
tot(A+)

)+ 中有好三角
−→ τ≤i−1L −→ τ≤iL −→ ε∗(hi[−i]) −→ .

若 |i| 充分大时 hi = 0，则剥离论证表明 (3.2.17.2) 是同构；换言之，L 属于 ε∗ 的像。
最后，

τ≤i(ε
∗Rε∗L)

只依赖于 τ≤iL；而 (3.2.17.2) 对每个 τ≤iL 已经是同构，故一般情形也随之成立。 □

3.2.18 3.2.4 的证明
沿用 3.2.5的记号。对 n ≥ 1，64U∆n 上 O-模层的范畴，正是 (∆)上某个既纤维化

又余纤维化的范畴 A 的诸纤维；它满足 3.2.6 与 3.2.15 的假设。A(−1) 是 S 上 O-模
层的范畴。3.2.17的假设也成立：a)表达层的局部性；b)可见于 R. Godement, Théorie
des faisceaux，或 SGA 4 VI B 中开覆盖的 Leray 谱序列之构造。由 3.2.9，3.2.5 中的
系统 (Kn) 来自 D

(
tot(A+)

)+ 的一个对象；再由 3.2.17，它来自 D+(S)，如所欲证。

3.2.19 应用：2.1.4 的推广
设 X 是带有环层 O 的拓扑空间，S 是 X 的一个由局部闭子集组成的 局部有限

分拆（locally finite partition；法：partition localement finie），p : S → Z 是有界函数。
按 2.1.2 定义 pD≤0(X,O) 与 pD≥0(X,O)。

命题 3.2.20. 二元组 (
pD≤0(X,O), pD≥0(X,O)

)
是 D(X,O) 上的 t-结构。它在 D∗(X,O) 上诱导 t-结构，其中 ∗ = +,−, b。

证明. 仿照 2.1.4，只须证明65

pD+,≤0(X,O) := pD≤0(X,O) ∩D+(X,O)

与 pD≥0(X,O) 在 D+(X,O) 上定义一个 t-结构。
先假设分拆 S 有限，并对片层数 N 作归纳。这里与 2.1.3 的区别在于，不再假设

每一片层的闭包都是若干片层的并。当 N ≤ 1 时，所得结构只是自然 t-结构的平移，
64译者注：原文写作 n ≥ 1。由 3.2.6 中 (∆) 的定义及本段的 A(−1)，这里应包括 n = −1, 0，即应取 n ≥ −1。
65据勘误第 40 条修正。

100



3 补篇

结论显然。若 N > 1，则每个点 x 都属于某个片层 S，并有开邻域 U，使 U ∩ S 在 U

中闭。对任意开集 V ⊂ U，归纳假设可用于 S 在 V − S 与 V ∩ S 上诱导的分拆；由
1.4.10， (

pD+,≤0(V,O), pD≥0(V,O)
)

是 D+(V,O) 上的 t-结构。要完成归纳，并从有限分拆推广到一般情形，只须证明下面
的断言。

引理 3.2.21. 设 X 有一个开覆盖 U，并且对每个 U ∈ U 及每个开集 V ⊂ U，(
pD+,≤0(V,O), pD≥0(V,O)

)
都是 D+(V,O) 上的 t-结构。则(

pD+,≤0(X,O), pD≥0(X,O)
)

是 D+(X,O) 上的 t-结构。

证明. 利用局部化，可证明 2.1.21 及其推论在这里的对应版本。特别地，

CV = pD+,≤0(V,O) ∩ pD≥0(V,O)

组成一个叠，更确切地说是阿贝尔范畴值叠；因而 CX 是阿贝尔范畴。t-结构公理 1.3.1(i)
由 2.1.21 得到，公理 1.3.1(ii) 显然。下面证明 1.3.1(iii)。
取 K ∈ D+(X,O)。局部地，pHn(K) 已有定义；它们可以粘合，从而给出 CX 中

的对象 pHn(K)。对满足
pHn(K) = 0 (n < N)

的 N 作降序归纳。若 N > 0，三角 (0, K,K) 已满足要求。局部地，有态射66

pHN(K)[N ] −→ K.

由 1.2.1，它可整体化。67取好三角(
pHN(K)[N ], K,K ′).

归纳假设适用于 K ′；因此当 N ≤ 0 时，存在态射 K ′ → B，使复合 K → B 在局部把
B 实现为 K 的 pτ>0。
把 K → B 补成三角 (A,K,B)。局部地，因而也整体地，68

A ∈ pD+,≤0(X,O), B ∈ pD>0(X,O).

这就验证了 1.3.1(iii)。 □

66译者注：原文此处及下一三角均写作 [N ]。由截断三角，其最低非零崴上同调项应为 pHN (K)[−N ]。
67译者注：原文引作 1.2.1，但该处只是阿贝尔范畴嵌入其导出范畴的例子。此处态射的粘合可由 2.1.22 的局部
版本得到；也可应用 3.2.2，并用 2.1.21 的局部版本验证负次数 Ext 层的消失。

68据勘误第 41 条修正。
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3.3 整数上同调

3.3.1
在阿贝尔群范畴的导出范畴 D(Z) 中，函子

D : K 7−→ DK = RHom(K,Z)

在 D(Z)的全子范畴 Dc(Z)上诱导自对偶（self-duality；法：autodualité）；这里 Dc(Z)
由所有 H iK 均为有限生成阿贝尔群的 K 组成。此自对偶不保持自然 t-结构 n，而是
把它与下列 t-结构 n∗ 互换：

n∗
D≤0 = {K | H iK = 0 (i > 1), H1K 为挠群},

n∗
D≥0 = {K | H iK = 0 (i < 0), H0K 无挠}.

3.3.2
对任意拓扑空间 X，在 D(X,Z) 上定义 t-结构 n+：

n+

D≤0 = {K | H iK = 0 (i > 1), H1K ⊗Q = 0},
n+

D≥0 = {K | H iK = 0 (i < 0), H0K 无挠}.

这一 t-结构的截断函子 τ≤0，来自层复形范畴上的如下函子：它把复形 K 映到子复形
K ′ ⊂ K，其中

K ′i = Ki (i ≤ 0), K ′i = 0 (i > 1),

而 K ′1 是 H1K 的挠子层在 ker(d) ⊂ K1 中的逆像。

3.3.3
若 X 是纯维数 d 的拓扑流形，则 t-结构 n（自然 t-结构）与 n+ 在 D(X,Z) 的全

子范畴 Dlc(X,Z) 上诱导 t-结构；该子范畴由上同调层均为有限生成局部常值层的 K

组成。由 3.3.1，在相差平移 d 的意义下，这两个 t-结构被 X 上的 Verdier 对偶69

D : K 7−→ RHom
(
K, or[−d]

)
互换；具体地说，它把 nD≤0 与 n+

D≥−d 互换。70

69据勘误第 42 条修正。
70译者注：原文写作 or[−d]，其中 or 是定向层。按本书的上同调移位约定，d 维流形的对偶化复形应为 or[d]。
这也与本句的下界 −d 一致。2018 年勘误 42 只修正内部 Hom 的记号，未修正此移位。
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3.3.4
设 X 是 2.1.1 中的分层空间，并取 O = Z。把各片层上的 t-结构(

n+

D≤p(S), n
+

D≥p(S))
粘合起来，便在 D(X,Z) 上定义 t-结构(

p+D≤0(X,Z), p+D≥0(X,Z)
)
.

2.1.3–2.1.11 的形式体系仍然适用；在 2.1.11 中，τ≤i 应按 n+ 的意义理解。
若 (X,S) 满足 2.1.13 的假设，此 t-结构在 D+

c (X,Z) 上诱导一个 t-结构，而且
2.1.14 关于加细分层的结论仍成立。D+

c (X,Z) 上崴度 p 与 p+ 的 t-结构彼此决定。省
略记号中的 (X,Z) 后，对任意 K ∈ D+

c ，有等价关系

(i) K ∈ p+D≤0 ⇐⇒ K ∈ pD≤1 且pH1K 为挠的;

(ii) K ∈ p+D≥0 ⇐⇒ K ∈ pD≥0 且pH0K 无挠;

(iii) K ∈ pD≤0 ⇐⇒ K ∈ p+D≤0 且p+H0K 可除;

(iv) K ∈ pD≥0 ⇐⇒ K ∈ p+D≥−1 且p+H−1K 为挠的.

在 (i)–(iv) 中，挠（torsion；法：de torsion）是指局部存在整数 n 6= 0，使“乘以 n”
这一自同态为零71；无挠（torsion-free；法：sans torsion）（相应地，可除（divisible；
法：divisible））是指对每个 n 6= 0，“乘以 n”都是单态射（相应地，满态射）。

由这些等价关系可知：正合函子

T : D+
c (X,Z) −→ D+

c (X
′,Z)

对崴度 p 的 t-结构右 t-正合，当且仅当它对崴度 p+ 的 t-结构右 t-正合。显然有包含
关系

pD≤n ⊂ p+D≤n ⊂ pD≤n+1, pD≥n−1 ⊂ p+D≥n ⊂ pD≥n.

译者注：第二串包含关系的首项，原文写作 pD≥n−1。对第一串包含关系在次数 n − 1

的情形取右正交，正确的第二串包含关系为

pD≥n+1 ⊂ p+D≥n ⊂ pD≥n.

为证明 (i)，先验证 p+D≤0
c 正是 pD≤1

c 中满足如下条件的对象所成的子范畴：其
在 pDc(X,Q) 中的像属于 pD≤0

c (X,Q)。再利用 D≥0 是 D≤−1 的右正交，便得 (i)⇒(ii)；
(iv) 与 (iii) 同理。

再假设 (X,S) 可三角剖分；例如，X 是带 Whitney 分层的实代数空间。此时
Verdier 对偶在 Dc(X,Z) 上把崴度 p 与 (p∗)+ 的 t-结构互换。这是 3.3.3 以及下述事实
的形式推论：若 i 是一个片层的嵌入，则 D 互换 i! 与 i∗。
以上结论在以 Dedekind 环（Dedekind ring；法：anneau de Dedekind）R 替代 Z

后仍成立。
71据勘误第 43 条修正。
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3.3.5
若 X 是 C 上的有限型概形，则可像 2.2.1 那样对代数分层取极限。若 X 是域 k

上的有限型概形，̀ 是不同于 k 的特征的素数，则只要已经构造出合适的导出范畴（参
见 2.2.14–2.2.16），同样的做法也适用于 Zℓ-上同调。

关于 `-进形式体系，还可参见 [Eke90]、[BS15]；采用∞-范畴的较新版本见 [GL17,
chap. II]。72

72据勘误第 44 条修正。
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4.0
本章及下一章（专论消失圈的 4.4 节除外）只考虑域 k 上有限型的分离概形，并

一律取自对偶崴度 p1/2。我们在 Db
c(X,Qℓ) 中工作（2.2.18）73。为使这个范畴有定义

并服从通常的形式体系，须把 k 限定为满足下述条件的域：对 k 的每个有限扩张 k′，
各群

H i
(
Gal(k/k′),Z/`

)
均为有限群（参见 2.2.14）74。例如，k 可以是有限域或代数闭域。
多数结果对 Qℓ、Zℓ 或 Z/`n 系数也成立，尤其适用于 Z/`-上同调。还可把 Qℓ 换

成其有限扩张 Eλ，把 Zℓ 换成相应的赋值环（valuation ring；法：anneau de valuation）
Vλ，并把 Z/`n 换成 Vλ 的有限商环 R。若逐一列出这些变体，行文将不堪卒读，故只
写 Qℓ 系数这一种情形75。证明常归约到 Z/`Z-模层的情形，而归约过程也常留给读者。
为此请回忆：限制标量（restriction of scalars；法：restriction des scalaires）函子 T（从
Vλ 到 Zℓ）以及向有限商环扩张标量（extension of scalars；法：extension des scalaires）
的函子 T（例如从 Zℓ 到 Z/`n）都是保守的，并且

K ∈ pD≤0 ⇐⇒ TK ∈ pD≤0.

另见 2.2.17、2.2.18。
若读者要把这里的结果用于 Qℓ 以外的系数，须留意下列各点。

(a) 在 Zℓ-上同调中，自对偶崴度 p1/2 给出两个 t-结构 [p1/2] 与 [p+1/2]（3.3）76，二者
由对偶性互换。

(b) 定理 4.3.1 对 Zℓ-上同调并不成立，即便 X 只是一个点也是如此：[p1/2]-崴层范
畴仅为诺特的（Noetherian；法：noethérienne），而 [p+1/2]-崴层范畴仅为阿廷的
（Artinian；法：artinienne）77。

(c) 4.5 只有在系数环为域时才有意义。

(d) 系数环为域时，张量积具有更好的正合性；例如 4.2.8 就要求系数环为域。
73据勘误第 45 条修正。
74据勘误第 46 条修正。
75据勘误第 47 条修正。
76据勘误第 48 条修正。
77据勘误第 49 条修正。
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回忆（参见 2.2.11、2.2.12）78，对自对偶崴度 p1/2，X 上的崴层是满足下述条件
的对象 K ∈ Db

c(X,Qℓ)：对 X 的每个点（不必闭）x，令

dim(x) = dim {x} = trdegk k(x),

并记 ix : x ↪→ X 为包含映射，则

H i(i∗xK) = 0 当i > − dim(x), (4.0.1)
H i(i!xK) = 0 当i < − dim(x). (4.0.2)

条件 (4.0.1) 刻画 pD≤0
c ，条件 (4.0.2) 刻画 pD≥0

c 。条件 (4.0.1) 又等价于：对每个 i，

dimSuppH iK ≤ −i. (4.0.1′)

特别地，i > 0 时 H iK = 0。
例如，在纯维数为 d 的光滑概形 X 上，Qℓ[d]（更一般地，置于次数 −d 的光滑

层（smooth sheaf；法：faisceau lisse）），以及置于上同调次数 0 的点支撑层（punctual
sheaf；法：faisceau ponctuel），都是崴层（参见 2.2.2）。

由于崴度 p1/2 自对偶，Verdier 对偶互换 pD≥0
c 与 pD≤0

c ，从而在崴层范畴上诱导
一个反自等价（anti-autoequivalence；法：anti-autoéquivalence）。

记号 4.0.3. 对 K ∈ Db
c(X,Qℓ) 以及任意 X-概形 u : Z → X，以 H i(Z,K) 表示超

上同调群
Hi(Z, u∗K).

4.1 仿射态射
下述定理是 M. Artin 的定理 SGA 4 XIV 3.1 的另一种表述。

定理 4.1.1. 若 f : X → Y 是仿射态射，则函子

Rf∗ : D
b
c(X,Qℓ) −→ Db

c(Y,Qℓ)

右 t-正合。

只须证明 Z/`-上同调中的对应命题（参见 4.0）。若 F 是可构造层，M. Artin 为
F 定义的整数 d(F )，正是把 F 视作导出范畴中的对象时，使

F ∈ pD≤d
c

成立的最小整数 d。若 K 是可构造导出范畴中的对象，则

d(K) := sup
i

(
i+ d(H iK)

)
78据勘误第 50 条修正。
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同样是使 K ∈ pD≤d
c 成立的最小整数。事实上，K ∈ pD≤0

c 当且仅当每个 H iK[−i] 都
属于 pD≤0

c 。因此，要证明 Rf∗ 把 pD≤0
c (X) 映入 pD≤0

c (Y )，只须对每个满足 d(F ) ≤ d

的层 F 证明
d(Rif∗F ) ≤ d− i.

这正是 SGA 4 XIV 3.1 的断言。
对定理 4.1.1 应用 Verdier 对偶，得到：

推论 4.1.2. 在同样的假设下，Rf! 左 t-正合。

记
pf∗ :=

pH0Rf∗,
pf! :=

pH0Rf!

为从 X 上崴层到 Y 上崴层的函子。前者右正合，后者左正合。若 f、g 均为仿射态射，
则

p(fg)∗ =
pf∗

pg∗,
p(fg)! =

pf!
pg!. (1.3.17 (iv))

以下把 Rf∗ 与 Rf! 简记为 f∗ 与 f!。

推论 4.1.3. 若 f : X → Y 拟有限且仿射，则 f! 与 f∗ 都 t-正合。

事实上，f∗(= Rf∗) 由 2.2.5 左 t-正合，由 4.1.179 右 t-正合；f! 的情形则由 2.2.5
与 4.1.2 对偶得到。
以下设 k 代数闭。取 Y = Spec(k)，4.1.1 给出 SGA 4 XIV 3.2 的下述推论。

推论 4.1.4. 若 X 是代数闭域 k 上的仿射概形，F 是 X 上任意平展层，则

H i(X,F ) = 0 (i > dimX).

更一般地，有：

推论 4.1.5. 设 k 代数闭。若 K ∈ pD≤0
c (X)，而 u : Z → X 是源 Z 仿射的拟有限

态射，则
H i(Z,K) = 0 (i > 0).

事实上，u∗K ∈ pD≤0
c (Z)（2.2.5 的对应结论）；再把 4.1.1 用于 Z → Spec(k) 即可。

这个推论有如下逆命题。

逆命题 4.1.6. 设 k 代数闭，K ∈ Db
c(X)。若对 X 的每个 Zariski 仿射开集 V，都有

H i(V,K) = 0 (i > 0),

则 K ∈ pD≤0
c (X)。

先证明下述引理。

引理 4.1.7. 设 X 是代数闭域 k 上维数为 d ≥ 1 的光滑不可约仿射概形，F 是 X

上的光滑层。若 F 6= 0，则存在形如

U = X[1/f ] (f 6= 0)

79据勘误第 51 条修正。
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的仿射开集 U ⊂ X，使得 Hd(U, F ) 6= 0。

取 f1, . . . , fd ∈ Γ(X,OX)，使方程 fi = 0定义的闭子概形 S 有限且非空。若 F 6= 0，
则由纯性

H2d
S (X,F ) ' (F |S)(−d) 6= 0,

而正合列
H2d−1(X − S, F ) −→ H2d

S (X,F ) −→ H2d(X,F )

说明 H2d−1(X − S, F ) 6= 0；事实上，由 4.1.4，因 2d > d，有 H2d(X,F ) = 0。
以开集 Ui := X[1/fi] 覆盖 X − S；对 I ⊂ [1, d]，置

UI :=
⋂
i∈I

Ui.

各 UI 均仿射，而 Čech 谱序列

Epq
1 =

⊕
|I|=p+1

Hq(UI , F ) =⇒ Hp+q(X − S, F )

中，q > d 时 Epq
1 = 0，p > d− 1 时亦有 Epq

1 = 0。故只有 Ed−1,d
1 能对 H2d−1 有贡献，

它必不为零；于是

Hd

X
( d∏

i=1

fi

)−1
 , F

 6= 0.

4.1.8 4.1.6 的证明
取 X 的闭子集递增列

F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ FdimX = X, F−1 = ∅,

使
Wi := Fi − Fi−1

（赋予约化结构）光滑且纯维数为 i，并使各 HjK 在 Wi 上光滑。置 Ui := X − Fi−1。
我们对 i 作降序归纳，证明 K|Ui 在自然 t-结构下属于 D≤−i。
当 i = dimX 时，归纳假设“j > i 时 K|Uj ∈ D≤−j”为空。这个假设保证：在 Ui

上，τ≤−iK ∈ pD≤0，并且 j > −i 时，HjK|Ui 是从 Wi 上的光滑层零延拓所得。对任
意仿射开集 V ⊂ Ui，三角

(τ≤−iK, K, τ>−iK)

给出上同调长正合列

Hj(V, τ≤−iK) −→ Hj(V,K) −→ Hj(V, τ>−iK) −→ · · · .

由 4.1.5，j > 0 时第一项为零；再由假设 Hj(V,K) = 0，可得对 j > 0，

Hj(V, τ>−iK) = Hj(V ∩Wi, τ>−iK) = 0.
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由 4.1.4，谱序列

Epq
2 = Hp

(
V ∩Wi, H

q(τ>−iK)
)

=⇒ Hp+q(V ∩Wi, τ>−iK)

的 Epq
2 在 p > i 时为零。若 Hj(τ>−iK) = 0 对所有 j > q 成立，便有

H i
(
V ∩Wi, H

q(τ>−iK)
)
= H i+q(V ∩Wi, τ>−iK),

而 q > −i 时右端为零。令
L = Hq(τ>−iK).

这是 Wi 上的光滑层；由假设，对每个仿射开集 V ⊂ Ui 都有

H i(V ∩Wi, L) = 0.

须由此推出 L = 0。当 i = 0 时显然。设 i ≥ 1；若 L 6= 0，可取仿射开集 V1 ⊂ Ui，使
L|V1 ∩Wi 6= 0。把 4.1.7 用于 V1 ∩Wi 的不可约分支，可得 f1 ∈ Γ(V1 ∩Wi,O)，使

H i
(
(V1 ∩Wi)[1/f1], L

)
6= 0.

把 f1 提升为 f ∈ Γ(V1,O)，再取 V = V1[1/f ]，便有

H i(V ∩Wi, L) 6= 0,

矛盾。

注记 4.1.9. 当 k = C 时，4.1.1 在复数系数上同调中的对应结论成立，并可由比较
定理从 4.1.1 推出。下面用和乐模对此作部分解释。
设 X 光滑且纯维数为 d。在 X 上，下列两种概念等同：带可积联络的代数拟凝聚

层；作为 O-模是拟凝聚的 D-模（等价地，作为 D-模是拟凝聚的）。每个这样的层 (V,∇)
对应一个 de Rham 复形 Ω∗(V )；在 X(C) 上，还对应解析 de Rham 复形 Ω∗(V )an，其
各项为

Ωi(V )⊗O Oan.

已知若 D-模 V 是和乐模，则 Ω∗(V )[d]an 是崴层；而函子

V 7−→ Ω∗(V )[d]an

给出下列两范畴的等价：具有正则奇点（包括无穷远处）的和乐 D-模，与崴层。
若 f : X ↪→ Y 是到纯 d 维光滑概形 Y 的开嵌入，则在上述等价下，pf∗ 对应于拟

凝聚层的直像函子（联络随之取直像）。若 f 还是仿射的，这个函子便如 4.1.3 所预言
的那样正合。

推论 4.1.10. 设 j : U ↪→ X 是仿射开嵌入，i : D ↪→ X 是补集的闭嵌入（例如 D

是 Cartier 除子而 U = X −D）。回忆：Rj∗ 与 Ri! 分别简记为 j∗ 与 i!。

(i) 若 G 是 U 上的崴层，则 j!G 与 j∗G 都是崴层。
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(ii) 若 F 是 X 上的崴层，则

i∗F ∈ pD[−1,0]
c , i!F ∈ pD[0,1]

c ,

并有崴层的正合列

0 −→ i∗
pH−1i∗F −→ j!j

∗F −→ F −→ i∗
pH0i∗F −→ 0, (4.1.10.1)

0 −→ i∗
pH0i!F −→ F −→ j∗j

∗F −→ i∗
pH1i!F −→ 0. (4.1.10.2)

(i) 是 4.1.3 的特例。对三角

(j!j
∗F, F, i∗i

∗F ), (i∗i
!F, F, j∗j

∗F )

取崴上同调长正合列，便得到 (4.1.10.1)、(4.1.10.2)，并得到

pHni∗i
∗F = i∗

pHni∗F = 0 (n 6= −1, 0),

相应地
pHni∗i

!F = i∗
pHni!F = 0 (n 6= 0, 1),

从而得到 (ii)。

4.1.11
在 (4.1.10.1) 中取 F = j∗G。于是，i∗j∗G 的崴上同调层给出正合列

0 −→ i∗
pH−1i∗j∗G −→ j!G −→ j∗G −→ i∗

pH0i∗j∗G −→ 0. (4.1.11.1)

另一方面，把 (4.1.10.2) 用于 F = j!G，得到

0 −→ i∗
pH0i!j!G −→ j!G −→ j∗G −→ i∗

pH1i!j!G −→ 0.

借助 (1.4.6.4) 给出的同构
i∗j∗G ' i!j!G[1],

此列与 (4.1.11.1) 相同，只有箭头

j∗G −→ i∗
pH0i∗j∗G

相差一个负号。

推论 4.1.12. 在 4.1.10 的假设下，i∗j!∗G[−1] 与 i!j!∗G[1] 都是崴层，并且

i∗j!∗G[−1] ' pH−1i∗j∗G ' pH0i!j!G, (4.1.12.1)
i!j!∗G[1] ' pH0i∗j∗G ' pH1i!j!G. (4.1.12.2)
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正合列 (4.1.11.1) 给出两个短正合列

0 −→ i∗
pH−1i∗j∗G −→ j!G −→ j!∗G −→ 0, (4.1.12.3)

0 −→ j!∗G −→ j∗G −→ i∗
pH0i∗j∗G −→ 0. (4.1.12.4)

分别对 (4.1.12.3) 与 (4.1.12.4) 应用 i∗ 与 i!，并利用

i∗j! = i!j∗ = 0,

即得 (4.1.12.1)、(4.1.12.2)，从而得到所需的崴性。

注记 4.1.13. 函子性三角

K 7−→ (j!j
∗K,K, i∗i

∗K)

可提升为函子
T : Db

c(X,Qℓ) −→ DF b
c (X,Qℓ),

使得按 3.1.7 的记号，G(TK) 是只在次数 −1, 0 非零的复形

j!j
∗K −→ K.

此外有同构
ω(TK)

∼−→ i∗i
∗K,

并且复合
K = G0(TK) −→ ω(TK)

∼−→ i∗i
∗K

正是伴随态射。若 F 是崴层，则 TF 是笨滤过复形，并得到 Db
c(X,Qℓ) 中的同构

i∗i
∗F ' [ j!j

∗F −→ F ] (次数− 1, 0),

右端是崴层复形所定义的对象。由 3.1.14 从这个同构导出的四项正合列，与 (4.1.10.1)
相同，只是连接态射相差一个负号。
同理，

K 7−→ (i∗i
!K,K, j∗j

∗K)

可提升为 K 7→ TK，其中 G(TK) 是只在次数 0, 1 非零的复形

K −→ j∗j
∗K,

且 ω(TK) ' i∗i
!K。因此，对崴层 F 有同构

i∗i
!F ' [F −→ j∗j

∗F ] (次数0, 1),

它在忽略符号后给出 (4.1.10.2)。
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4.2 正合性与伴随

4.2.1
设 T : D1 → D2 是带 t-结构的三角范畴之间的正合函子。若

−∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞,

并且
TD≤0

1 ⊂ D
≤b
2 (b 6=∞), TD≥0

1 ⊂ D
≥a
2 (a 6= −∞),

就称 T 的上同调幅度（cohomological amplitude；法：amplitude cohomologique）为 [a, b]。
换言之，当 b 6=∞ 时 T [b] 右 t-正合，当 a 6= −∞ 时 T [a] 左 t-正合。若 T 的上同调幅
度有界，这等价于要求：对

A ∈ C1 := D≤0
1 ∩ D

≥0
1 ,

当 i /∈ [a, b] 时 H i(TA) = 0。

4.2.2
设 f : X → Y 是域 k 上有限型分离概形之间的态射。本节估计与 f 相伴、连接

Db
c(X,Qℓ) 和 Db

c(Y,Qℓ)

的通常函子相对于崴度 p1/2 的 t-结构之上同调幅度。

4.2.3
若 Y 可由仿射开集 V 覆盖，并且每个 f−1V 都可由 d+1 个仿射开集覆盖，则 f∗

的上同调幅度上界不超过 d，而 f! 的上同调幅度下界不小于 −d。
这两个断言互为对偶。它们在 Y 上是局部的，故可假设 Y 仿射且 X 可由 d + 1

个仿射开集覆盖。此时，关于 f∗ 的断言由 4.1.1 及开覆盖的 Leray 谱序列得到。

4.2.4
若 f 的纤维维数不超过 d，则有如下上同调幅度估计：

f! :≤ d, f ! :≥ −d,
f ∗ :≤ d, f∗ :≥ −d.

对偶性互换每条对角线上的两个断言；把 1.3.17 (iii) 用于伴随函子对

(f![d], f
![−d]), (f ∗[d], f∗[−d]),

可知每一行中的两个断言等价。因此只须考虑 f ∗；其估计立即来自 (4.0.1) 以及

dim(x) ≤ dim f(x) + d (x ∈ X).
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注记. 同一结论在 Zℓ-上同调中对 t-结构 p1/2 与 p+1/2 也成立；只须在证明中同时
处理这两个 t-结构。4.2.3 亦然。
应用 1.3.17 (iii)，得到 X 与 Y 上崴层范畴之间的下列伴随函子对：(

pHdf!,
pH−df !

)
,

(
pHdf ∗, pH−df∗

)
.

两个常用特例如下。
若 f 为真态射，则 f! = f∗ 的上同调幅度为 [−d, d]。
若 f 光滑且相对维数为 d，则

f ! = f ∗[2d](d), f ∗[d] = f ![−d](−d)

t-正合，并在崴层范畴之间给出三个依次伴随的函子(
pHdf!(d),

pHdf ∗, pH−df∗
)
.

命题 4.2.5. 若 f 光滑、相对维数为 d，且几何纤维连通（按定义也非空），则 t-正
合函子

f ∗[d]

在 Y 上崴层范畴到 X 上崴层范畴之间诱导一个全忠实函子。

证明中要用层范畴上通常的函子 f∗，记为 ◦f∗。对

K,L ∈ Db
c(Y,Qℓ),

由 f 光滑，有同构
f ∗RHom(K,L)

∼−→ RHom(f ∗K, f ∗L). (4.2.5.1)

对任意 f，更一般地有

f !RHom(K,L)
∼−→ RHom(f ∗K, f !L).

若 K,L 都是崴层，则
RHom(K,L) ∈ D≥0

c .

同理，
RHom(f ∗K, f ∗L) = RHom(f ∗K[d], f ∗L[d]) ∈ D≥0

c .

对 (4.2.5.1) 应用 ◦f∗H
0，得到

◦f∗f
∗H0RHom(K,L) −→ ◦f∗H

0RHom(f ∗K[d], f ∗L[d]). (4.2.5.2)

暂且承认：对 Y 上的任意层 H，都有

H
∼−→ ◦f∗f

∗H. (4.2.5.3)

由 (4.2.5.2)、(4.2.5.3)，取整体截面便得

ΓH0RHom(K,L)
∼−→ ΓH0RHom(f ∗K[d], f ∗L[d]).

113



崴层

两边的 RHom 都属于 D≥0
c ，故

ΓH0RHom = H0RΓRHom = H0RHom = Hom,

命题随即成立。
(4.2.5.3)的证明可归约到集合层。态射 f 局部有截面，故可假设它有截面 e。这给

出 H → ◦f∗f
∗H 的一个收缩；只须再证明：◦f∗f

∗H 的两个截面若作为 f ∗H 的截面在
e 上相同，便彼此相同。逐纤维验证即可归约到 Y 为一点的情形，细节留给读者。

4.2.6
设

u∗ : A −→ B

是阿贝尔范畴之间的正合全忠实函子，并有左、右伴随 u! 与 u∗。下列条件等价：

(a) u∗ 把 A 等同于 B 的一个厚子范畴，即对取子商稳定的全子范畴；

(b) 对每个 B ∈ B，伴随态射
u!u

∗B −→ B

是单态射；

(b′) 对每个 B ∈ B，伴随态射
B −→ u∗u

∗B

是满态射。80

这些条件并非总成立。例如，设 B 是阿贝尔范畴 C 中态射 X → Y 所成的范畴，A 是
其中同构 X

∼−→ Y 所成的子范畴（它等价于 C），而 u∗ 是包含函子。此时81

u!(X → Y ) = (X
∼−→ X), u∗(X → Y ) = (Y

∼−→ Y ).

若这些条件成立，并经 u∗ 把 A 视为 B 的全子范畴，则每个 B ∈ B 都有属于 A
的最大子对象，即 u!u

∗B；也有属于 A 的最大商对象，即 u∗u
∗B。82下述判据留给读

者验证。

引理 4.2.6.1. 若 A 的每个对象均有有限长度，并且对 A 的每个简单对象 S，u∗S
仍为简单对象，则 4.2.6 的条件 (a)、(b)、(b′) 均成立。

判据 4.2.6.1 可用于 4.2.5 的情形。这里有三个依次伴随的函子(
pHdf!(d),

pHdf ∗, pH−df∗
)
.

80译者注：上述两式照录原文。按此处给定的方向 u∗ : A → B，伴随关系为 u! a u∗ a u∗。因此，对 B ∈ B，相
应的余单位应为 u∗u∗B → B，单位应为 B → u∗u!B。条件 (b) 应要求前者为单态射，条件 (b′) 应要求后者为满
态射。原式中的 u∗B 一般没有定义。此处未见于 2018 年版勘误表。

81译者注：这两式照录原文。按 u! a u∗ a u∗，应有 u!(X → Y ) = (Y
∼−→ Y )，而 u∗(X → Y ) = (X

∼−→ X)。事
实上，从 X → Y 到恒等箭头 Z → Z 的态射由 Y → Z 唯一确定；反向的态射则由 Z → X 唯一确定。

82译者注：此处复合亦照录原文。由前述余单位与单位，最大子对象应为 u∗u∗B，最大商对象应为 u∗u!B。这与
4.2.6.2 后的具体公式一致。
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“每个对象均有有限长度”正是 4.3.1 (i)。若简单对象

S = j!∗L[dimV ]

对应于图
f−1(V ) X

V Y,

j′

f f

j

则它在 f ∗[d] 下的像为
j′!∗
(
f ∗L[dim f−1(V )]

)
,

仍是简单对象。事实上，j!∗ 与沿 f 的基变换交换，这由光滑基变换定理以及从 2.2.4得
到的 2.1.11 型 j!∗ 描述推出；又因 f 的纤维几何连通，V 上不可约局部系统在 f−1(V )

上的逆像仍不可约。

推论 4.2.6.2. 在 4.2.5 的假设下，从 Y 上崴层到 X 上崴层的函子 f ∗[d] 满足 4.2.6
中彼此等价的条件 (a)、(b)、(b′)。

因此，对 X 上的崴层 F，可以谈论 F 中由 Y 上对象经逆像而来的最大子层（相
应地，最大商层）。这个子层（相应地，商层）是 f ∗[d] 作用于

pH−df∗F
(
相应地，pHdf!F (d)

)
所得的对象。
以上对 4.2.6.2的证明胜在简短，但不能原样用于 p1/2 以外的崴度，也不能原样用

于 Zℓ-层。

4.2.7
设X1, X2是域 k上的有限型概形。记外张量积（exterior tensor product；法：produit

tensoriel externe）为双函子

⊠ : D(X1)×D(X2) −→ D(X1 ×X2), (K,L) 7−→ pr∗1K ⊗ pr∗2 L.

这里可取多种语境：Z/` 系数；Z/`n 系数并限于 D− 或 Db
ctf；在适当的 k 上取 Zℓ 或

Qℓ 系数并限于 Db
c（参见 2.2）；等等。在所有这些语境中，外张量积都与通常运算交

换：

(a) 若 f1 : X1 → Y1、f2 : X2 → Y2，则

f1∗K ⊠ f2∗L
∼−→ (f1 × f2)∗(K ⊠ L).

对 (f1 × f2)!、(f1 × f2)∗ 与 (f1 × f2)! 也有相应公式。特别地，X1 ×X2 的对偶化
复形是 X1 与 X2 的对偶化复形之外张量积。
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(b) 对 X1 上的 K1, L1 及 X2 上的 K2, L2，若 K1, K2 ∈ Db
c，则

RHom(K1, L1)⊠RHom(K2, L2)
∼−→ RHom(K1 ⊠K2, L1 ⊠ L2).

特别地，K ⊠L 的 Verdier 对偶是 DK ⊠DL。把 RHom 换成 ⊗，也有相应的显
然公式。

用标准论证（参见 [3] §1），这些断言可归约到 (a) 中关于直像的公式。把 (f1, f2)

分解为 (f1, Id) ◦ (Id, f2)，可假设 f1 或 f2 是恒等态射；还可归约到 Z/` 系数。此时
若 f1 为恒等态射，结论由 X1 → Spec(k) 对任意系数层的普遍局部凡调性（universal
local acyclicity；法：acyclicité locale universelle）推出（[3] 2.16）。

命题 4.2.8. 若 X1, X2 是 k 上的有限型概形，则双函子 ⊠ t-正合。

取 Ki ∈ Db
c(Xi)（i = 1, 2），并在 Xi 上取分层 Ti，使各片层等维且其在 k 上的约

化概形光滑，并且对每个片层的包含映射 a : S ↪→ Xi，各 Hna∗Ki 与 Hna!Ki 都光滑。
此时，有如下判据，其中右侧条件须对每个片层 a : S ↪→ Xi 成立：

Ki ∈ pD≤0
c ⇐⇒ Hna∗Ki = 0 (n > − dimS),

Ki ∈ pD≥0
c ⇐⇒ Hna!Ki = 0 (n < − dimS).

把这一判据用于 K1 ⊠K2 以及 X1 ×X2 的分层 T1 × T2，再使用 4.2.7，即得命题。这
里崴度函数的线性至关重要。

4.2.9
类似而更简单地，设 K/k 是域扩张，X 是 k 上的有限型概形，

XK := X ×Spec k SpecK,

而 ε : XK → X 是投影，则 ε∗ 与通常运算交换，并且 t-正合。这个结论适用于任意崴
度，也适用于 Zℓ、Z/`n 等系数的上同调。

4.3 简单对象

定理 4.3.1.

(i) X 上的崴层范畴既是阿廷的，又是诺特的；每个对象均有有限长度。

(ii) 设 j : V ↪→ X 是不可约子簇的包含映射，V 在 k 上的约化概形光滑；设 L 是 V

上不可约的光滑 Qℓ-层，对应于 π1(V ) 的一个不可约 `-进表示。则

j!∗
(
L[dimV ]

)
是 X 上的简单崴层；所有简单崴层都由此得到。
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扩张 k 到其完美闭包（perfect closure；法：clôture parfaite）并不改变平展拓扑，
故可假设 k 完美。此时，“在 k 上的约化概形光滑”可直接换成“光滑”。

引理 4.3.2. 若 X 不可约且光滑，L 是 X 上的光滑 Qℓ-层，则对每个非空 Zariski
开集的包含映射 j : U ↪→ X，崴层

F := L[dimX]

满足
F = j!∗j

∗F.

只须验证（参见 2.1.9）：对每个 x ∈ X − U，

H ii∗xF = 0 (i ≥ − dimx), H ii!xF = 0 (i ≤ − dimx).

由于 dimx < dimX，前一消失性在

i > − dimX = − dimx− (dimX − dimx)

时成立；后一消失性则由上同调纯性定理在

i < − dimX + 2 codimx = − dimx+ (dimX − dimx)

时成立。这正给出所需结论。

引理 4.3.3. 若 X 不可约且光滑，L 是 X 上不可约的光滑 Qℓ-层，则崴层

F := L[dimX]

是简单对象。

设 G ⊂ F。可取非空 Zariski开集 j : U ↪→ X，使 G|U 形如M [dimX]，其中M 是
L|U 的光滑子层。因 X 正规，π1(U)→ π1(X) 为满射。故 L 的单值表示（monodromy
representation；法：représentation de monodromie）的像在限制到 U 后不变，从而 L|U
仍不可约。于是 M = 0 或 M = L|U。若 M = 0（相应地，M = L|U），则 G（相应地，
F/G）支撑在闭集 Z = X − U 上。由 4.3.2，F = j!∗j

∗F，而 F 没有支撑在 Z 上的非
零子对象（相应地，商对象）（1.4.2.5）。83故 G = 0（相应地，G = F），引理得证。

4.3.4 4.3.1 的证明
(ii) 中的崴层为简单对象，由 4.3.3 以及对开嵌入 V ↪→ V、闭嵌入 V ↪→ X 两次

应用 (1.4.2.5) 得到。84

为完成证明，只须说明 X 上每个崴层都是这些简单崴层的逐次扩张。对 X 作诺
特归纳，从而可假设：支撑为真闭子集 Y 6= X 的崴层已有这一性质。对任意 X 上崴
层 F，可取适当的光滑不可约开集 j : U ↪→ X，使

F |U = L[dimU ],

83译者注：原书此处作“1.4.2.5”，依原文保留；所用结论见 1.4.25。此项编号订正未列入 2018 年版勘误表。
84译者注：编号照录原文；所用结论仍为 1.4.25。
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其中 L 是光滑 Qℓ-层。由 4.1.11，对 F 作剥离，可归约到形如

j!∗L
′[dimU ]

的崴层以及支撑在 X − U 上的崴层；这里 L′ 遍历 L 的不可约子商。归纳假设遂给出
结论。

注记 4.3.5. 在 C 上，和乐 D-模范畴同样既是阿廷的又是诺特的：这里可取光滑代
数簇上的代数和乐模，也可在紧复解析簇上按解析意义取和乐模（参见 4.1.9）。

4.4 消失圈（上界估计）
本节给出关于邻近圈函子正合性的一个部分结果，它是 SGA 7 I 4.2的加强。再结

合下述事实——此事实为真，但本书不作证明——邻近圈函子 Rψη̄ 与对偶交换，便可
推出 Rψη̄ 的 t-正合性。这里得到的部分结果已足以证明 4.5.5；后者是纯性定理 5.3.4
证明中的关键一步。

4.4.1
设 (S, η, s) 是 Hensel 踪，k(η̄) 是 k(η) 的可分闭包，(S̄, η̄, s̄) 是 S 在 k(η̄) 中的正

规化。于是 S̄ 是一个非离散赋值环的谱，其赋值群为 Q。设 a : X → S 是有限型 S-概
形，并置

X̄ = X ×S S̄.

记 Xη̄ 与 Xs̄ 为 X̄/S̄ 的两个纤维；有交换图

Xs̄ X̄ Xη̄

s̄ S̄ η̄.

i

a a

j

a

i j

消失圈理论中的邻近圈函子为

ψη̄ := i∗j∗ : D(Xη̄) −→ D(Xs̄).

我们要证明：相对于 Xη̄/η̄ 与 Xs̄/s̄ 上的崴度 p1/2，它把 pD≤0
c 映入 pD≤0

c 。这里的上
界记号采用勘误中的修正。85

最重要的是 Qℓ-上同调。利用以下事实：Rψ 与系数环的扩张、限制运算交换；这
些运算把相应的 pD≤0

c 彼此映射；并且对 K ∈ Db
c(X,Zℓ)，若

K
L
⊗ Z/` ∈ pD≤0

c (X,Z/`),

85据勘误第 52 条修正。
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则 K ∈ pD≤0
c (X,Zℓ)；便可依次把 Qℓ-上同调归约到 Eλ-上同调（Eλ/Qℓ 有限）、Qℓ-上

同调、Zℓ-上同调，最后归约到 Z/`-上同调。在 Z/`-上同调中工作，无须使用 Zℓ-层的
形式体系。
函子 ψη̄ 保持可构造性（SGA 4½，Th. finitude, 3.2）。其实也无须使用这一点。仿

照 M. Artin（SGA 4 XIV 2），对域上有限型概形 Y，直接定义 pD≤0(Y,Z/`) 为满足下
述条件的复形 K 所成的范畴：对每个点（不必闭）iy : y ↪→ Y，

H ii∗yK = 0 (i > − dim {y}).

于是
Dc(Y,Z/`) ∩ pD≤0(Y,Z/`) = pD≤0

c (Y,Z/`).

若把一个层 F 写成其可构造子层 Fα 的归纳极限，则

F [i] ∈ pD≤0(Y,Z/`) ⇐⇒ Fα[i] ∈ pD≤0
c (Y,Z/`) (∀α).

命题 4.4.2. 函子 ψη̄ 把
pD≤0(Xη̄,Z/`n)

映入
pD≤0(Xs̄,Z/`n).

通过剥离并取归纳极限，只须证明：若 Xη̄ 上的可构造层 F 的支撑维数不超过 N，
则对 Xs̄ 的每个几何点 x̄（其像为 x），(

H iψη̄F
)
x̄
= 0 (i > N − dim {x}).

引理 4.4.3. 当 i > N 时，
H iψη̄F = 0.

取 Xs̄ 的几何点 x；不妨设 x ∈ X(k(s̄))。把 X̄ 在 x 处的严格 Hensel 化（strict
henselization；法：hensélisé strict）X̄(x) 写成 x 在 X̄ 中的仿射平展邻域 Uα 的逆极限，
则 (

H iψη̄F
)
x
= lim−→

α

H i(Uαη̄, F ).

在 H i 中，可把 Uαη̄ 换成 F 的支撑在其中的逆像；再由仿射概形的上同调维数定理
SGA 4 XIV 3.2 即得结论。

4.4.4
证明比 4.4.2 稍强的命题更为方便。设 Sh 是 S 的严格 Hensel 化，其分式域为

k(ηh) ⊂ k(η̄),

并设 k(η′) 是 k(η̄) 中 k(ηh) 的任意扩张，包含某个一致化元的所有 `-幂次阶根。把
4.4.1 中的 k(η̄) 换成 k(η′)，便定义出 S ′、X ′ 以及函子

ψη′ : D(Xη′) −→ D(Xs̄).
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我们将证明 4.4.2 对此函子的对应结论。
Galois 群

Q = Gal(k(η̄)/k(η′))

是阶与 `互素的有限群之逆极限，因此“取 Q-不变量”函子正合。若 K ′ ∈ D(Xη′)，而
K ∈ D(Xη̄) 是其逆像，则

H iψη′K
′ =
(
H iψη̄K

)Q
. (4.4.4.1)

验证留给读者。我们不需要导出范畴中的对应陈述。4.4.2 对 ψη′ 的版本由原命题与
(4.4.4.1) 推出；4.4.3 的对应版本亦同。

设 A 在 S 上光滑，s̄1 是 As̄/s̄ 的一个几何泛点，s1 是它在 As 中的像。设 S1 是
A 在 s1 处的 Hensel 化；它是一个踪。记 Sh1 为它相对于 s̄1 的严格 Hensel 化。它映到
Sh，且 Sh 的一致化元之逆像是 Sh1 的一致化元。于是

S ′
1 := S ′ ×Sh Sh1

相对于 S1，正是上面对 S 所考虑的类型。

4.4.5 4.4.2 的证明（按 4.4.4 加强）
问题在 X 上是局部的，故可并且确实假设 X 仿射。令 Ad

S 为 S 上相对维数 d 的
仿射空间。我们证明下述断言，4.4.2 将由它形式地推出：对每个 d、每个态射

f : X −→ Ad
S,

若 Xs̄ 的几何点 x 在 Ad
s̄ 中的像为泛点，则(

Hjψη′F
)
x
= 0 (j > N − d),

其中 F 如 4.4.2。
把 4.4.4 用于 Ad

S/S，得到图

Ad
S S1 Sh1 S ′

1

S Sh S ′

令 X1 := X ×Ad
S
S1，这是 X 的“局部化”。再令 X ′

1 := X1 ×S1 S
′
1。相应地有图

X ′ X ′
1

S ′ Ad
S′ S ′

1

f

ε

态射 ε 为投射平展（pro-étale；法：pro-étale）态射，故 X ′/S ′ 的邻近圈函子可局部化
为 X ′

1/S
′
1 的对应函子：

ψη′1ε
∗ = ε∗ψη′ .
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4 自对偶崴度：几何性质

若 F 在 X ′
η′ 中的支撑闭且维数不超过 N，则其在 (X ′

1)η′1 中的逆像维数不超过
N − d。同样，若 x ∈ Xs̄ 满足 f(x) 为 Ad

s̄ 的泛点，也就是说，x 是 (X ′
1)s̄1 中某点 x1

的像，则
dim {x1} = dim {x} − d.

这一维数平移，加上上述 X ′/S ′ 与 X ′
1/S

′
1 的邻近圈关系，把问题归约到 4.4.3对 X ′

1/S
′
1

的加强版本。

注记 4.4.5. 我们从仿射概形的上同调维数定理推出了 4.4.2。这种表述颇为人为：在
SGA 4 XIV 中，该定理与 4.4.2 的一种形式（隐含在 SGA 4 XIV 4.5 的证明中）是通
过对 N 的同步归纳一起证明的。

4.5 贝蒂数估计
本节讨论贝蒂数（Betti numbers；法：nombres de Betti）的估计。目标是 4.5.5；

纯性定理 5.3.4 的证明将用到它。

命题 4.5.1. 设 (Xa)1≤a≤n 是代数闭域 k 上光滑、射影、连通的曲线，X =
∏

aXa，
且

K ∈ pD≤0
c (X,Qℓ).

则存在常数 C，使得对任意连通平展覆盖 X̃a → Xa，若其次数为 da，并记 X̃ =
∏

a X̃a，
则：

(i) 对每个 i，
dimH i(X̃,K) ≤ C

∏
a

da.

(ii) 当 i > 0 时，

dimH i(X̃,K) ≤ C sup
{∏
a∈A

da

∣∣∣∣∣ |A| = n− i

}
;

当 i > n 时，约定右端的上确界为零。

若命题对每个 HjK[−j] 成立，便对 K 成立；故可设 K = F [N ]，其中 F 是支撑
维数不超过 N 的 Qℓ-层。由 Qℓ-层依次归约到 Qℓ-层和 Zℓ-层时，只须把维数换成秩。
再由万有系数公式的正合列

0 −→ H i(X̃,K)⊗ Z/` −→ H i
(
X̃,K

L
⊗ Z/`

)
−→ Tor1

(
H i+1(X̃,K),Z/`

)
−→ 0,

可知

rkH i(X̃,K) ≤ dimZ/ℓH
i
(
X̃,K

L
⊗ Z/`

)
.

于是最终归约到 Z/`-模层，从而避开 `-进形式体系。
因此，设 F 是支撑维数不超过 N 的 Z/`-模层，K = F [N ]。我们对 n 归纳证明

4.5.1。n = 0 的情形留给读者。
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设 n ≥ 1，以 pr : X → X1 表示投影。存在非空开集 j : U1 ↪→ X1，使 K 在 U1 上
相对于 pr 局部凡调（locally acyclic；法：localement acyclique）（SGA 4½，Finitude,
2.13）；缩小 U1，还可设 U1 6= X1。仍以 j 表示 U = pr−1(U1) 到 X 的包含映射，以 i

表示闭补集的包含映射。利用三角

(j!j
∗K,K, i∗i

∗K)

对 K 作剥离，可归约到以下两种情形：

(a) K = (j!F )[N ]，其中 F 是 U 上相对于 pr 局部凡调的层；

(b) K 支撑在 X − U 上。

情形 (b) 可进一步归约到 K 支撑在 pr−1(t) 上，其中 t ∈ X1 是适当的闭点。令

Y = pr−1(t) '
∏
a ̸=1

Xa, Ỹ =
∏
a ̸=1

X̃a.

则
dimH i(X̃,K) = d1 dimH i(Ỹ , K),

而 4.5.1 由应用于 Y 的归纳假设得到。
现设 K 形如 (a)。仍以

j : Ũ ↪→ X̃, j : Ũ1 ↪→ X̃1

表示 U 与 U1 的逆像，并以 p̃r 表示 X̃ → X̃1 或 Ũ → Ũ1 的投影。F |Ũ 仍相对于 p̃r 局
部凡调，故 Rqp̃r∗F 是 Ũ1 上的局部常值层。
考虑 Leray 谱序列

Epq
2 = Hp

(
X̃1, R

qp̃r∗K
)
=⇒ Hp+q(X̃,K).

由于
Rqp̃r∗K = j!R

q+N p̃r∗F

是 Ũ1 上局部常值层的零延拓，而 Ũ1 6= X̃1，故 p 6= 1, 2 时 Epq
2 = 0。只须对 Epq

2 验证
4.5.1 的估计；等价而更方便的是，估计 E2q

2 （此时 i = q + 2）以及∣∣∣χ(X̃1, R
qp̃r∗K

)∣∣∣ = ∣∣dimE1q
2 − dimE2q

2

∣∣ (i = q + 1).

取 U1 中的闭点 t 及其上方的点 t̃ ∈ Ũ1，并沿用上面的 Y、Ỹ；记 K1 为 K 在
pr−1(t) ' Y 上的限制。取 t 足够一般，则

dim
(
SuppF ∩ pr−1(t)

)
≤ dimSuppF − 1,

从而 K1[−1] ∈ pD≤0
c (Y,Z/`)。群

E2q
2 = H2

c

(
Ũ1, R

qp̃r∗K
)
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4 自对偶崴度：几何性质

由
(
Rqp̃r∗K

)
t̃
= Hq(Ỹ , K1) 上单值作用的余不变量（coinvariants；法：coinvariants）

给出：
E2q

2 = Hq(Ỹ , K1)π1(Ũ1,t̃)
(−1).

这里的直像符号已按勘误修正。86 因而

dimE2q
2 ≤ rkRqp̃r∗K.

又
rkRqp̃r∗K = dimHq(Ỹ , K1) = dimHq+1(Ỹ , K1[−1]), (4.5.1.1)

故 E2q
2 的所需估计由归纳假设得到。
由于 X̃1 是射影曲线 X1 的平展覆盖，也可直接使用下文回忆的 Euler–Poincaré公

式，χ
(
X̃1, R

qp̃r∗K
)
等于 d1 乘以 X1 ×

∏
a ̸=1 X̃a → X1 上的相应 Euler 示性数（Euler

characteristic；法：caractéristique d’Euler）。因此只须处理 d1 = 1，即 X̃1 = X1；以
下均作此假设。须证 ∣∣χ(X1, R

qp̃r∗K
)∣∣ = O

(∏
a ̸=1

da

)
,

并且当 q ≥ 0 时，

∣∣χ(X1, R
qp̃r∗K

)∣∣ = O

(
sup

{∏
a∈A

da

∣∣∣∣∣ A ⊂ [2, n], |A| = n− (q + 1)− 1

})
.

Euler–Poincaré 公式（见 [9]）给出

χ
(
X1, R

qp̃r∗K
)
= χ(U1) rk

(
Rqp̃r∗K

)
−

∑
x∈X1−U1

Swx

(
Rqp̃r∗K

)
.

由 (4.5.1.1)和归纳假设即可估计第一项。为估计每个 Swan导子（Swan conductor；法：
conducteur de Swan）Swx

(
Rqp̃r∗K

)
，把消失圈理论用于曲线 X1 在 x 处 Hensel 化所

得的踪 (X1(x), η, x)，以及由基变换得到的

X(x) −→ X1(x), X̃(x) −→ X1(x).

设 K1 是 K 在 X(x),η 上的逆像。仍有

K1[−1] ∈ pD≤0
c (X(x),η,Z/`).

于是，由 4.4.2，X(x),x = pr−1(x) ' Y 上的复形

ψη̄K1[−1]

属于 pD≤0
c (Y,Z/`)；X̃(x),x = p̃r−1(x) ' Ỹ 上的相应复形由逆像得到。这些复形带有惯

性群（inertia group；法：groupe d’inertie）

I = Gal(η̄/η)
86据勘误第 53 条修正。
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的作用，特别带有野惯性群（wild inertia group；法：groupe d’inertie sauvage）P 的作
用，并有等变同构(

Rqp̃r∗K
)
η̄
= Hq(Ỹ , ψη̄K1) = Hq+1(Ỹ , ψη̄K1[−1]).

P 在 ψη̄K1 上的作用经由某个有限商群 Q 分解。其实只需各 H iψη̄K1 上的作用有
这种分解；但把 ψη̄K1 看作 D(Y,Z/`[Q])中的对象，证明更清楚。设 Sw为 Q的 Swan
表示（Swan representation；法：représentation de Swan）；它是射影 Z/`[Q]-模，并且

SwxR
qp̃r∗K := dimHomQ

(
Sw,

(
Rqp̃r∗K

)
η̄

)
,

而
HomQ

(
Sw,

(
Rqp̃r∗K

)
η̄

)
= Hq+1

(
Ỹ ,HomQ(Sw, ψη̄K1[−1])

)
.

对 Y 及 HomQ(Sw, ψη̄K1[−1]) 应用归纳假设，便完成证明。

推论 4.5.2. 对 K ∈ Db
c(X,Qℓ)，存在常数 C，使得对任意上述 X̃a 及每个 i，

dimH i(X̃,K) ≤ C
∏
a

da.

平移后即归约到 4.4.1(i)。87

推论 4.5.3. 对 K ∈ pD≥0
c (X,Qℓ)，存在常数 C，使得对任意上述 X̃a 及 i ≤ 0，

dimH i(X̃,K) ≤ C sup
{∏
a∈A

da

∣∣∣∣∣ |A| = n− |i|

}
.

这是 4.5.1(ii) 的对偶命题。

推论 4.5.4. 设 f : U → X 是分离的拟有限态射，且

K ∈ pD≥0
c (U,Qℓ).

这里的系数域采用勘误中的修正。88 则存在常数 C，使得对任意上述 X̃a，若置 Ũ =

U ×X X̃，则对每个 i，
dimH i(Ũ ,K) ≤ C

∏
a

da,

而当 i ≤ 0 时，

dimH i(Ũ ,K) ≤ C sup
{∏
a∈A

da

∣∣∣∣∣ |A| = n− |i|

}
.

由
H∗(Ũ ,K) = H∗(X̃, f∗K)

87据勘误第 54 条修正。译者注：原书作“4.4.1(i)”，这里依原文保留；但按上下文疑应为“4.5.1(i)”。这项编号
订正不见于 2018 年版所附勘误表。

88据勘误第 55 条修正。
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4 自对偶崴度：几何性质

及 2.2.5，f∗K ∈ pD≥0
c (X,Qℓ)；应用 4.5.2、4.5.3 即得。

推论 4.5.5. 设 F 是 k 上有限型概形 X 上的崴层，x ∈ X 是闭点。89 则存在 x 的
仿射平展邻域 U，以及 U 的一族平展覆盖 Un；其次数 dn 趋于无穷，并且当 i < 0 时，

dimH i(Un, F ) = o(dn).

问题是局部的，故可设 X 仿射。取拟有限态射

f : X −→ Ad

使 f(x) = 0；例如可取一个到仿射空间的浸入。取亏格（genus；法：genre）g > 0 的
光滑射影曲线 C，以及态射 h : C → P1，使它在 0 上方某点 c ∈ C 处平展。再取含 c

的开集 C ′ ⊂ C，使 h|C′ 平展且 h(C ′) ⊂ A1。取 C 的连通平展覆盖 Cn → C，其次数
d′n 趋于无穷（这里用到 g > 0）；令 C ′

n 为 C ′ 在 Cn 中的逆像，并置

U = X ×Ad (C ′)d, Un = X ×Ad (C ′
n)
d.

有交换图
Un (C ′

n)
d Cd

n

U (C ′)d Cd

X Ad

hd

f

平展覆盖 Un/U 的次数为
dn = (d′n)

d.

由 4.5.4，当 i < 0 时，

dimH i(Un, F ) ≤ C(d′n)
d−|i| = Cd1−|i|/d

n = o(dn).

注记 4.5.6. 上述证明表明：若 dimX = d，可选取 Un，使90

dimH i(Un, F ) = O
(
d1−|i|/d
n

)
.

89据勘误第 56 条修正。
90译者注：此处沿用前文的范围 i < 0。原式分母中的 d 要求 d > 0。若 dimX = 0，崴层集中在普通上同调次
数 0，故所有负次数上同调均为零，无须使用这个含 1/d 的估计。
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5 自对偶崴度：权

本章以更具算术性的结果补充第 4 章的几何结论。除明确出现的严格 Hensel 化
外，我们只考虑有限域或有限域代数闭包上的分离有限型概形，并只考虑自对偶崴度
p1/2。91

5.0 记号
设 p 6= ` 为素数，q 为 p 的幂，Fq 为含 q 个元素的有限域，F 为 Fq 的一个代数

闭包。
与 [1] (0.7) 一样，下标 0 表示定义在 Fq 上的对象（概形或概形上的层）；删去下

标表示把标量从 Fq 扩张到 F。

5.1 [1] 中结果的回顾

5.1.1
设 X0 是 Fq 上的有限型概形，F0 是 X0 上的 Qℓ-层。在 F 上有 Frobenius 态射

（Frobenius morphism；法：morphisme de Frobenius）

Frq : X −→ X

（坐标取 q 次幂），以及同构
F ∗
q : Fr∗q F

∼−→ F.

可把 F0 看成 X0 上的平展空间；此时，上述同构来自水平箭头均为 Frq 的笛卡尔交换
图

F F

X X.

Frq

Frq

对每个整数 n，置92

Frqn := (Frq)n,
91据勘误第 57 条修正。
92译者注：原文作“每个整数”。以下涉及 Fqn 及概形 Frobenius 的迭代，须取 n ≥ 1；一般概形上的 Frobenius
并无逆态射。
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并以
F ∗
qn : Fr∗qn F

∼−→ F

表示由 F ∗
q 迭代所得的同构。若 X1/Fqn 由 X0 扩张标量得到，则

X1 ⊗Fqn
F = X,

而这些态射正是相对于 X1/Fqn 的 Frobenius 态射。
Frqn 的不动点恰是定义在 Fqn 上的点 x ∈ X(F)；在每个这样的不动点处，F ∗

qn 是
Fx 的自同构。
同样，对 K0 ∈ Db

c(X0,Qℓ)，K 带有同构

F ∗
q : Fr∗qK

∼−→ K.

特别地，X0 上的崴层 F0 扩张标量后给出 X 上的崴层 F，并带有同构 F ∗
q : Fr∗q F

∼−→ F。

命题 5.1.2. 函子
F0 7−→ (F, F ∗

q )

从 X0 上的崴层范畴到带有同构 Fr∗q F
∼−→ F 的 X 上崴层范畴，是全忠实的。其本质

像对扩张及子商稳定。

注记. 对 Zℓ-崴层，可以证明对应函子是范畴等价。对 Qℓ 或 Qℓ 系数，它并非本质满；
甚至当 X0 = Spec(Fq) 是一个点时，下述对象也不在本质像中：取 F = Qℓ，而

σ : Fr∗q Qℓ = Qℓ −→ Qℓ

为乘以 u，其中 u 不是 `-进单位。
证明. 设 a : X0 → Spec(Fq) 为投影，Γ 为 Spec(Fq) 上的“整体截面”函子。对
K0, L0 ∈ Db

c(X0,Qℓ)，有

Hom(K0, L0) = H0RHom(K0, L0), (5.1.2.1)

以及
RHom(K0, L0) = RΓRa∗RHom(K0, L0). (5.1.2.2)

式 (5.1.2.2) 中的复合记号已按勘误修正。93

对 M0 ∈ Db
c(Spec(Fq),Qℓ)，函子 RΓ 给出谱序列

Epq
2 = Hp

(
SpecFq, HqM0

)
= Hp

(
Gal(F/Fq), HqM

)
=⇒ Hp+qRΓM0. (5.1.2.3)

此谱序列由取极限得到；这里的 Galois 上同调是连续上同调。
由于

Gal(F/Fq) ' Ẑ,

且它由几何 Frobenius（geometric Frobenius；法：Frobenius géométrique）F 拓扑生成；
F 是算术 Frobenius（arithmetic Frobenius；法：Frobenius arithmétique）

ϕ : x 7−→ xq

93据勘误第 58 条修正。
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的逆。这里采用通常的记号 Ẑ。94 因而上述 Galois 上同调群在 p 6= 0, 1 时为零；p = 0

时得到 F -不变量，p = 1 时得到 F -余不变量。故 (5.1.2.3) 化为短正合列

0 −→ (Hn−1M)F −→ HnRΓM0 −→ (HnM)F −→ 0. (5.1.2.4)

H iRa∗RHom(K0, L0) 底层的 Qℓ-向量空间，正是在 X 上计算的

H iRHom(K,L) = Homi(K,L).

结合 (5.1.2.1) 与 (5.1.2.4)，得到短正合列

0 −→
(
Homi−1(K,L)

)
F
−→ Homi(K0, L0) −→ Homi(K,L)F −→ 0. (5.1.2.5)

令 i = 0。若 K0, L0 是崴层，则 Hom−1(K,L) = 0，从而得到所称的全忠实性：

Hom(K0, L0)
∼−→ Hom(K,L)F .

令 i = 1，仍设 K0, L0 为崴层。由 3.1.17(ii)，Hom1(K0, L0)（相应地，Hom1(K,L)）
等同于相应崴层范畴中 K0 被 L0 扩张（相应地，K 被 L扩张）的群。因此有短正合列

0 −→ Hom(K,L)F −→ Ext1(K0, L0) −→ Ext1(K,L)F −→ 0.

在带同构 φ : Fr∗q F
∼−→ F 的 X 上崴层范畴中，Ext1 也有类似的短正合列。遗忘 φ

给出
Ext1

(
(F, φF ), (G, φG)

)
−→ Ext1(F,G).

扩张 E 的类属于其像，当且仅当它被 φ 固定，也就是说，当且仅当可补全交换图

0 Fr∗q G Fr∗q E Fr∗q F 0

0 G E F 0.

ϕG ϕF

其核由底层扩张为 G⊕ F 的对象给出；相应的结构同构形如(
φG UφF
0 φF

)
,

其类由 U 模去
φG Fr∗q(V )φ−1

F − V, V : F −→ G,

确定。
本可直接比较这两个正合列。这里可免去这一核对：它们已说明

dimExt1(F0, G0) = dimExt1
(
(F, φF ), (G, φG)

)
.

94据勘误第 59 条修正。
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全忠实性保证自然映射

Ext1(F0, G0) −→ Ext1
(
(F, φF ), (G, φG)

)
为单射，故它是双射，本质像因而对扩张稳定。对子商的稳定性由下一引理推出。 □

引理 5.1.3. 对 X0 的每个子概形 Y0，设 P (Y0) 是由二元组 (F, φ) 所成范畴的一个
严格全子范畴，并对核、余核和扩张稳定；这里 F 是 Y = Y0 ⊗Fq F 上的崴层，而

φ : Fr∗q F
∼−→ F.

“严格全”这一加强依勘误采用，并同时适用于 5.1.4。95 假设：

(a) 对开浸入 j : Y0 ↪→ Z0，这些范畴在 pj!,
pj∗（因而也在 pj!∗）及 pj∗ 下稳定；

(b) 对闭浸入 i : Y0 ↪→ Z0，i∗ 给出 P (Y0) 到 P (Z0) 中支撑在 Y0 上的对象所成子范
畴的等价；

(c) 若 Y0 光滑、纯维数为 d，(F, φ) ∈ P (Y0) 且 F = L[d]，其中 L 光滑，则对 L 的
每个光滑、φ-稳定的子商 L′，都有 (L′[d], φ) ∈ P (Y0)。96

则每个 P (Y0) 都对子商稳定。

证明. 对 Y 0作诺特归纳，证明 P (Y0)对子对象和商对象稳定。设 B ∈ P (Y0)，A ⊂ B；
须证 A ∈ P (Y0)。一旦证得，B/A ∈ P (Y0) 便由对余核的稳定性得到。
可设 Y0 6= ∅。此时存在非空开集 j : U0 ↪→ Y0，使 U0 光滑、纯维数为 d，且 B|U0

与 A|U0 均形如 (L[d], φ)，其中 L 光滑。由 (a)、(c)，

pj!j
∗A, pj∗j

∗(B/A)

均属于 P (Y0)，故
I = Im(pj!j

∗A −→ A ↪→ B),

以及
J = Ker(B −→ pj∗j

∗(B/A))

也属于 P (Y0)。有
I ⊂ A ⊂ J ⊂ B,

且 J/I 支撑在 Z0 = Y0 − U0 上。由 (b) 及应用于 Z0 的归纳假设，J/I 的子对象 A/I

属于 P (Y0)；又 A 是 A/I 被 I 的扩张，故 A ∈ P (Y0)。 □

注记 5.1.4. 若对 X0 的每个子概形 Y0，给定 Y0 上崴层范畴的一个严格全子范畴
P (Y0)，且这一子范畴系满足 5.1.3 的条件，则 P (Y0) 对子商稳定。上面的证明原样适
用，也可由 5.1.2、5.1.3 推出。

在这种形式下，只要崴层有定义（参见 2.2.12），结论对任意基域及 2.2.1 意义下
的任意崴度都成立，而不只适用于 p1/2。

95据勘误第 61 条修正。
96据勘误第 60 条修正。
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5.1.5
回忆 [1] 1.2.1、1.2.2：若对每个 n 及 Frqn 的每个不动点

x ∈ X0(F) (即x ∈ X0(Fqn)),

自同构 F ∗
qn 在 Fx 上的特征值都是代数数，且其所有复共轭的绝对值都等于

(qn)w/2,

则称 X0上的 Qℓ-层 F0是权 w（w ∈ Z）的逐点纯层（punctually pure sheaf；法：faisceau
ponctuellement pur）。
又回忆 [1] 1.2.2：若 F0 有一个有限滤过，其相继商均逐点纯，则称 F0 为混合层

（mixed sheaf；法：faisceau mixte）。这些非零相继商的权称为 F0 的逐点权（punctual
weights；法：poids ponctuels）。

定义混合复形范畴

Db
m(X0,Qℓ)

为 Db
c(X0,Qℓ)中由满足下述条件的 K 所成的全子范畴：每个上同调层 H iK 都是混合

层。

5.1.6
由 [1] 6.1，三角子范畴

Db
m(X0,Qℓ) ⊂ Db

c(X0,Qℓ)

在所有通常运算下稳定：

Rf∗, Rf!, f ∗, Rf !, ⊗, RHom,

Verdier 对偶，以及在适当意义下的消失圈。它也在 τ≤i、τ≥i 下稳定，因为混合性可在
上同调层上检验。而构造任意崴度 p 的 pτ≤i、pτ≥i，只会用到这些运算。

稳定性 5.1.7.

(i) Db
c(X0,Qℓ) 上崴度 p1/2 的 t-结构在 Db

m(X0,Qℓ) 上诱导一个 t-结构。

(ii) 混合崴层的每个子商都是混合的。

断言 (i) 来自 5.1.6：Db
m 在 pτ≤i、pτ≥i 下稳定。由此，混合崴层构成所有崴层范畴

的一个全阿贝尔子范畴，并对核、余核和扩张稳定。断言 (ii)由 5.1.4得到，因为 5.1.6
保证 5.1.3 的假设成立。
以下只考虑混合复形；若有例外，将明确指出。
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5.1.8
对 K ∈ Db

m(X0,Qℓ)，若每个 i 下 H iK 的逐点权均不超过 w + i，就称 K 的权不
超过 w，并以

Db
≤w(X0,Qℓ)

表示 Db
m(X0,Qℓ) 中相应的全子范畴。注意定义中含有平移 i；理由见下文引用的 [1]

6.2.3。由定义有 (
Db

≤w
)
[1] = Db

≤w+1,

特别地，
Db

≤w[1] ⊃ Db
≤w;

这与 t-结构公理 1.3.1(ii) 中出现的包含方向相反。
若 Verdier 对偶 DK 的权不超过 −w，就称 K 的权不小于 w（weight at least w；

法：poids au moins w），并以
Db

≥w(X0,Qℓ)

表示相应的全子范畴。若 K 的权既不超过 w 又不小于 w，就称 K 是权 w 的纯复形
（pure complex of weight w；法：complexe pur de poids w）。

若 X0 光滑、纯维数为 d，且 Qℓ-层 H iK 均光滑，则

H i(DK) =
(
H−2d−iK

)∨
(d),

从而 K 是权 w 的纯复形，当且仅当每个 H iK 都是权 w + i 的逐点纯层。
由下文 5.1.15(iii) 可知

Db
≤w ∩Db

≥w+1 = {0}.

只须把 5.1.15(iii) 应用于 K 的恒等态射，并把它视为从 K 到 K[−1] 的次数 1 态射。

132



5 自对偶崴度：权

命题 5.1.9. 设 K ∈ Db
m(X0,Qℓ)。则：

(i) K 的权不超过 w，当且仅当对每个闭点 x0，记 i : x0 ↪→ X0，都有 i∗K 的权不超
过 w；

(ii) K 的权不小于 w，当且仅当对每个闭点 x0，都有 i!K 的权不小于 w。

第一条显然；第二条是其对偶命题。

注记 5.1.10. 设 X1 由 X0 把标量从 Fq 扩张到 Fqn 得到，K1 是 K0 在 X1 上的逆
像。则 K1 是混合的，当且仅当 K0 是混合的。相应地，K1 的权不超过 w（相应地，
不小于 w），当且仅当 K0 如此。
因此，要谈论权，只须给定二元组 (X,K)，并能在某个充分可除的 n 下把定义域

降到 Fqn。

注记 5.1.11. Spec(Fq) 上一个可构造 Qℓ-层在 F 上的纤维，因结构传递而带有
Gal(F/Fq) 的作用。这给出范畴等价：{

Spec(Fq) 上的
Qℓ-可构造层

}
'

{
带Gal(F/Fq) 连续作用的
有限维Qℓ-向量空间

}
.

Frobenius F ∗
q 是几何 Frobenius

F = ϕ−1

的作用，其中 ϕ 是算术 Frobenius

ϕ : F −→ F, x 7−→ xq.

我们将把权的定义推广到带 Gal(F/Fq) 作用的向量空间。

5.1.12
可以把 5.1.10 与 5.1.11 结合起来。例如，设 (X0, K0) 定义在 Fq 上，u : Y → X

为有限型态射，则可以谈论
H i(Y, u∗K)

的权（记号见 4.0.3）。事实上，对充分可除的 n，u与 Y 可定义在 Fqn 上，从而H i(Y, u∗K)

带有 Gal(F/Fqn) 的作用。
若另取一个充分可除的 m，则在 Fqmn 上，两种定义彼此相容；所得的两个 Galois

作用在 Gal(F/Fqmn) 上一致。权只依赖于这一有限指数子群上的限制，故与所取的下
降数据无关。

5.1.13
[1] 的主要定理（[1] 3.3.1、6.2.3）断言：若 f : X0 → Y0 是 Fq 上有限型概形之间

的分离态射，则
Rf! : D

b
≤w(X0,Qℓ) −→ Db

≤w(Y0,Qℓ).
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显然，f ∗ 保持 Db
≤w；并且张量积给出

⊗ : Db
≤w ×Db

≤w′ −→ Db
≤w+w′ .

这里的两个因子按勘误补全。97 再利用对偶性，得到下列稳定性表；其中为简洁起见，
将 Rf!, Rf

! 分别写成 f!, f
!。

稳定性 5.1.14.

(i) f! 与 f ∗ 保持 Db
≤w；

(i∗) f ! 与 f∗ 保持 Db
≥w；

(ii) ⊗ 把 Db
≤w ×Db

≤w′ 映入 Db
≤w+w′；

(ii∗) RHom 把 Db
≤w ×Db

≥w′ 映入 Db
≥−w+w′；

(iii) Verdier 对偶 D 互换 Db
≤w 与 Db

≥−w。

外张量积
⊠ := pr∗1⊗ pr∗2

由 (i)、(ii) 把
Db

≤w(X0,Qℓ)×Db
≤w′(Y0,Qℓ)

映入
Db

≤w+w′(X0 × Y0,Qℓ).

这里的引用依勘误改为 (i)、(ii)。98 利用 5.1.9，容易验证相反方向，从而

inf{w | K0 ⊠ L0 ∈ Db
≤w} = inf{w′ | K0 ∈ Db

≤w′}+ inf{w′′ | L0 ∈ Db
≤w′′}. (5.1.14.1)

外张量积与对偶交换：由 SGA 5 III 1.1.7，X0 × Y0 的对偶化复形是 X0、Y0 对
偶化复形的外张量积，而 SGA 5 III 2.2.4（RHom 与 ⊠ 的交换）遂给出该结论。对
(5.1.14.1) 对偶化，得到

sup{w | K0 ⊠ L0 ∈ Db
≥w} = sup{w′ | K0 ∈ Db

≥w′}+ sup{w′′ | L0 ∈ Db
≥w′′}. (5.1.14.1∗)

命题 5.1.15. 设 K0, L0 ∈ Db
m(X0,Qℓ)，并设存在整数 w，使

K0 ∈ Db
≤w, L0 ∈ Db

≥w+1.

则：

(i)
Ra∗RHom(K0, L0) ∈ Db

≥1(SpecFq,Qℓ);

(ii) 当 i > 0 时，Homi(K0, L0) = 0。

97据勘误第 62 条修正。
98据勘误第 63 条修正。
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若只假设
K0 ∈ Db

≤w, L0 ∈ Db
≥w,

则仍有：

(iii) 当 i > 0 时，
Homi(K,L)F = 0.

特别地，对 i > 0，自然映射

Homi(K0, L0) −→ Homi(K,L)

为零。

断言 (i) 由 5.1.14 得到。它说明 Homi(K,L) 的权不小于 i+1，因而当 i ≥ 0 时权
严格为正。于是

Homi(K,L)F = Homi(K,L)F = 0 (i ≥ 0).

对 (5.1.2.5) 应用这一点，即得 (ii)。同理可得 (iii)。

5.2 一个逆命题

定理 5.2.1. 设 F0 是 X0 上的混合崴层。则 F0 的权不小于 w，当且仅当对每个源
概形 U0 仿射的平展态射 u0 : U0 → X0，向量空间

H0(U, F )

的权不小于 w（记号见 4.0.3）。

证明. 条件的必要性由 (5.1.14.1∗) 得到。99事实上，设 u : U0 → X0 为平展态射，
a : U0 → Spec(Fq) 为投影，则

u! = u∗,

而 a∗ 保持 Db
≥w。

现证充分性。该条件还蕴含：对任意源概形 U 仿射的平展态射 u : U → X，H0(U, F )

在 5.1.12 的意义下权不小于 w。事实上，可取充分可除的 n，使 U 与 u 定义在 Fqn
上；记相应对象为 U1、u1。令 V0 为把 U1 沿 Fqn/Fq 作 Grothendieck 标量限制所得的
Fq-概形。这里的结构态射就是复合

U1 −→ Spec(Fqn) −→ Spec(Fq).

于是有态射
v0 : V0 −→ X0,

99译者注：原文引用“5.1.14.1∗”，这里保留。下文实际使用的是稳定性 5.1.14(i∗)，而非外张量积的权公式。
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而 V1 := V0 ⊗Fq Fqn 是 U1 的各个 Gal(Fqn/Fq)-共轭的不交并。特别地，带 Gal(F/Fqn)
作用的

H0(U, u∗F )

是
H0(V, v∗F )

的一个直因子，因而权不小于 w。 □

5.2.2 光滑连通一维 X 的证明

把 F0 写成简单崴层的相继扩张：F0 有一个有限递减滤过 F，使每个 GriF F0 都属
于下列两类之一：

(a) 形如
(◦j∗L0)[1],

其中 L0 是稠密开集 j : Y0 ↪→ X0 上的不可约光滑层；并且

(◦j∗L0)[1] = j!∗(L0[1]);

(b) 支集为一点，且不可约。

(a)、(b) 两类层都是混合的。(a) 中的 L0 不可约，因而是纯的（必要时可缩小开
集，见 5.1.8）。由 [1] ex. 6.2.5 (c)，

(◦j∗L0)[1] = j!∗(L0[1])

也是与 L0[1] 同一权的纯层。同样，(b) 中支集为一点的层不可约，故也是纯的。
滤过 F 给出谱序列

Epq
1 = Hp+q(U,GrpF F ) =⇒ Hp+q(U, F ).

这里涉及的 H i 在 i 6= −1, 0 时均为零。设 r 是 H−1F 在一般点处的秩，也就是上述
(a) 中各光滑层 L0 的秩之和。若 U 连通，则∑

p

dimH−1(U,GrpF F ) ≤ r.

因此，对任意仿射连通且平展于 X0 的 U，每个 H0(U,GrpF F ) 都有一个自然商：其核
的维数不超过 r，而该商是 H0(U, F ) 的子商，故权不小于 w。

若 GrpF F0 的支集是闭点 x0，可取 U，使对 x0 上方的 x ∈ X 有

|u−1(x)| > r.

此时 H0(U,GrpF F ) 含有 |u−1(x)| 份 (GrpF F )x 的直和。由于 |u−1(x)| > r，其中至少一
份单射到上述权不小于 w 的商中，故 GrpF F 本身的权不小于 w。
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设 X0 是以 X0 为稠密开集的光滑连通射影曲线；同样，对平展态射 u : U → X，
设 U 仿射连通，U 是 U 的光滑射影完备化。为研究 (a) 型的 GrpF F0，取 U 使其映入
Y ⊂ X。记 k : U ↪→ U 为包含映射，则有单射

H1(U, ◦k∗u
∗L) ↪−→ H1(U, u∗L).

而

H1(U, ◦k∗u
∗L) = H0(U, k!∗u

∗L[1]),

所以它也有一个权不小于 w 的商，且该商的核维数不超过 r。另一方面，由 [1] 3.2.3，
这个 H0 是纯的，其权等于 L0[1] 的权。适当选择 U，它的维数便大于 r；例如可令 U

的亏格为 g，且 2g− 2 > r，再应用 4.5.1 所引的 Euler–Poincaré 公式。由此可知 L0[1]

的权不小于 w。这就完成了光滑连通一维 X 情形的证明。

注记 5.2.3. 由 F 过渡到 GrpF F 的论证可以形式化如下。令 S 为所有态射

u : U −→ X

组成的范畴，其中 U 仿射连通，u 为平展态射。对 X 上每个崴层 F，令 {F} 为 S 上
的预层

U 7−→ H0(U, F ).

再令 N 为 S 上满足 dimh(U) 一致有界的 Qℓ-向量空间预层 h 所成的范畴。它是 S

上 Qℓ-向量空间预层范畴 pf(S) 的厚子范畴。依此记号，当 X 光滑且维数不超过 1 时，
函子

F 7−→ {F} (mod N)

是正合函子

(X 上的崴层) −→ pf(S)/N.

注记 5.2.4. 5.2.2 的证明方法还给出如下结论。设 F0 是 X0 上的混合崴层，并设 X

是光滑连通的一维概形。假设对每个平展态射 u : U → X，只要 U 仿射连通，H0(U, F )

中权小于 w 的子空间100

Ww−1H
0(U, F )

的维数都是101

o
(
deg(U → X)

)
.

则 F0 的权不小于 w。事实上，在 5.2.2 证明的末尾，可取如下形式的 U：先取 U1，使
U1 的亏格大于 1；再令 U 为 U1 的一个覆盖，并要求它可延拓为 U1 的平展覆盖。

100据勘误第 64 条修正。
101据勘误第 65 条修正。
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5.2.5
“对每个平展态射 U0 → X0，只要 U0 仿射，H0(U, F ) 的权就不小于 w”这一假设

具有如下传递性。若 V0 → X0 为平展态射，则该假设由 X0 传给 V0；若 F ′
0 是 F0 的

商，则由 F0 传给 F ′
0，因为函子 H0(U, ·) 右正合（4.1.1）。若 ϕ : X0 → Y0 是仿射态射，

则该假设还由 (X0, F0) 传给102

(Y0,
pϕ∗F0),

pϕ∗F0 =
pH0(ϕ∗F0).

事实上，对任意仿射且平展于 Y0 的 V0，令

U0 = X0 ×Y0 V0,

便有（对 U0 → V0 → point 应用 4.1.2 后的注记）

H0(V, pϕ∗F0) = H0(U, F0).

至于“F0 的权不小于 w”这一结论，只须局部验证；这里的局部性是对平展拓扑
而言的，而下文使用 Zariski 拓扑已经足够。此外，若 ϕ : X0 → Y0 是有限态射（其实
闭浸入已经足够），则该结论对 (X0, F0) 成立，当且仅当它对 (Y0, ϕ∗F0) 成立。
由此不难推出，只须对仿射空间 X0 = An

0 证明 5.2.1。以下对 n 作归纳。n = 0 时
显然，n = 1 的情形已在 5.2.2 中证明。

5.2.6
先证明：若 G0 是 F0 的一个支集为一点的崴子层，则 G0 的权不小于 w。扩张标

量域后，不妨设 G0 的支集就是 {0}。取覆盖 0 的平展态射

u : U −→ A1,

其中 U 光滑连通，并有亏格大于 1 的光滑射影完备化 U。令 (Uα) 为 U 的一族连通平
展覆盖，其次数 dα 趋于无穷；再令 Uα 为 U 在 Uα 中的逆像。我们于是有

Un
α −→ An,

而由 4.5.4，
dimH−1(Un

α , F/G) ≤ O(dn−1
α ).

另一方面，H0(Un
α , G) 是 G 在 0 处纤维的(

|u−1(0)|dα
)n

份直和。正合列

H−1(Un
α , F/G) −→ H0(Un

α , G) −→ H0(Un
α , F )

说明：当 dα 充分大时，这些纤维中至少有一份单射到 H0(Un
α , F )。结论随即得到。

102据勘误第 66 条修正。
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5.2.7
现证明：若 F 不含非零的、支集为一点的崴子层，则 F0 的权不小于 w。取 An 中

的闭点 x，记
ix : x ↪→ An.

由 5.1.9，只须证明 i!xF 的权不小于 w。取经过 x 的超平面 H。若 H 足够一般，它不
包含 F 的任何简单崴子层的支集（这种子层的同构类只有有限多个）。记 u : H ↪→ An

为包含映射，则 pH0u!F = 0。由于 H 是除子，4.1.11 (ii) 给出

pH iu!F = 0 (i 6= 0, 1).

所以此处实际上有
pH iu!F = 0 (i 6= 1),

也就是说，u!F [1] 是崴层。
作变量变换（必要时把 Fq 换成有限扩张）后，可设

H = An−1 × {0} ⊂ An.

记 pr 为到最后一个因子的投影：103

x H0 An
0

{0} A1
0.

u

pr

若 ix,H : x ↪→ H，则
i!x = i!x,Hu

!.

因此只须证明 u!F0 的权不小于 w。对 H0 = An−1
0 上的崴层104 u!F0[1] 应用归纳假设，

问题归结为证明：对每个仿射且平展于 An−1
0 的 V0，

H1(V, u!F )

的权不小于 w + 1。
令 U0 = V0 × A1

0，并考虑笛卡尔方块

V0 U0

{0} A1
0.

v

p pr

i

103据勘误第 67 条修正。
104据勘误第 68 条修正。
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仍以 F0 表示原来 F0 在 U0 上的逆像。于是 v!F0 是 u!F0 在 V0 上的逆像，v!F [1] 是崴
层；我们须证 H1(V, v!F ) 的权不小于 w + 1。
由基变换有

i! pr∗ = p∗v
!.

将它改写为
i![1] ◦ pr∗ = p∗ ◦ v![1].

此处各函子均右 t-正合（4.1.11 (ii)、4.1.1）；取 pH0（1.3.17 (iii)）105，得到

H0(V, v!F [1]) = H0
(
i!(ppr∗ F )[1]

)
. (5.2.7.1)

由 5.2.5，A1
0上的 ppr∗ F0仍满足定理的假设；再由 5.2.2，它的权不小于 w。因此 (5.2.7.1)

右端的权不小于 w + 1，H1(V, v!F ) 亦然。

5.2.8 5.2.1 的证明结束
令 G 为 F 中支集维数为 0 的最大崴子层。它在 F ∗

q 下稳定，因而来自 F0 的一个
崴子层 G0。由 5.2.7 与 5.2.5，F0/G0 的权不小于 w；由 5.2.6，G0 的权不小于 w。所
以 F0 作为 F0/G0 被 G0 扩张所得的崴层，权不小于 w。

5.3 权滤过

命题 5.3.1. 若 X0 上的崴层 F0 是权不小于 w（相应地，权不超过 w）的混合崴层，
则 F0 的每个子商仍是权不小于 w（相应地，权不超过 w）的混合崴层。

作扭曲后，可归约到 w = 0。106设 F0 的权不小于 0。若 G0 是 F0 的商，则对每
个仿射且平展于 X0 的 U0，H0(U,G) 是 H0(U, F ) 的商，因而权不小于 0；应用 5.2.1
即得结论。
若 G0 是 F0 的崴子层，则正合列

H−1(U, F/G) −→ H0(U,G) −→ H0(U, F )

同样说明 G0 的权不小于 −1。在 X0 ×X0 上可改进这一估计：G0 ⊠G0 是 F0 ⊠ F0 的
子层，故其权不小于 −1；由 (5.1.14.1∗)，G0 的权不小于 −1

2
。权为整数，故 G0 实际

上权不小于 0。
相应的另一组断言由对偶性得到。

推论 5.3.2. 设 j : U0 ↪→ X0 为仿射浸入。若 F0 是 U0 上权不超过 w（相应地，权
不小于 w）的混合崴层，则崴层 j!∗F0 仍是权不超过 w（相应地，权不小于 w）的混合
崴层。特别地，若 F0 是纯的，则 j!∗F0 是同一权的纯层。

105据勘误第 69 条修正。
106译者注：这里的扭曲可取为张量乘以从 Spec(Fq) 拉回的权 −w 的一维层。选取 q1/2 ∈ Qℓ，令几何 Frobenius
在该层上作用为 q−w/2 即可。原文只说“torsion”，并不限于改变偶数权的整数次 Tate 扭曲（Tate twist；法：
torsion de Tate）。
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第一种证明。先设 F0 的权不超过 w。由于 j 仿射，j!F0 是崴层（4.1.3），并且权
不超过 w（5.1.14 (i)）。崴层 j!∗F0 是 j!F0 的商，故由 5.3.1，它的权不超过 w。再加上
对偶命题，便得 5.3.2。
第二种证明。下面给出另一种证明，它还适用于不必仿射的浸入。只须证明：若

F0 的权不小于 w，则 j!∗F0 亦然；并且只须处理开浸入。
a) X0 \ U0 为有限集。取平展态射 v : V0 → X0，并考虑笛卡尔方块

v−1(U0) V0

U0 X0.

j′

v′ v

j

有
v∗j!∗F0 = j′!∗v

′∗F0 =
◦τ≤−1j

′
∗v

′∗F0,

译者注：原文此处使用普通截断 ◦τ。所写等式一般不能在整个 V0 上成立。例如，若
F0 支撑在 U0 的一个闭点上，则普通截断会将它消去。等式可在避开 H0(v′∗F0) 支撑
的边界邻域使用。证明实际只需下一单射；由中间扩张的刻画，j′!∗v′∗F0 → j′∗v

′∗F0 的
余锥支撑在有限边界上，且普通上同调集中于非负次数，因此该单射仍成立。
因而

H0(V, v∗j!∗F ) ↪−→ H0(V, j ′∗v
′∗F ) = H0(v−1(U), v′∗F ).

末一群的权不小于 w（5.1.14 (i∗)），故由 5.2.1 的逆命题，j!∗F0 的权不小于 w。
b) 归约到 a)（略述）。问题是局部的，故不妨设 X0 仿射。对 dimX0 作归纳。对

任意投影
f : X0 −→ A1

0,

存在非空开集 V0 ⊂ A1
0，使每个闭点 v0 ∈ V0 都给出笛卡尔方块

f−1(v0) ∩ U0 U0

f−1(v0) X0,

i

j′ j

i

其中 i∗F0[−1] 是崴层，并且

i∗(j!∗F0)[−1] = j′!∗
(
i∗F0[−1]

)
.

对于取自适当缩小后 V0 的闭点 v0，107还有

i∗(j!∗F0)[−2](−1)
∼−→ i!(j!∗F0).

把归纳假设应用于
f−1(v0) ∩ U0 ↪→ f−1(v0)

107据勘误第 70 条修正。
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与 i∗F0[−1]，可知 j!∗F0 在 f−1(v0) 上的权不小于 w。这对每个 f 都成立，故 j!∗F0 在
X0 的某个固定子集 Y0 之外权不小于 w；于是归约到 a)。108

注记 5.3.3. 对任意拟有限态射 f，函子 f!∗ 把权不小于 w（相应地，权不超过 w）
的崴层变为权不小于 w（相应地，权不超过 w）的崴层，并把纯层变为同一权的纯层。
把 f 分解为有限态射与开浸入的复合，即可由 5.3.2 的第二种证明推出此结论。另一
个与 5.3.2 第一种证明平行的证明见 5.4.3。

推论 5.3.4. 每个简单混合崴层 F0 都是纯的。

存在光滑连通、维数为 d 的局部闭子概形 j : U0 ↪→ X0，以及 U0 上的光滑层 L0，
使

F0 = j!∗(L0[d])

（4.3.1）。可以缩小 U0（4.3.2）。由于光滑层 L0 不可约，由定义可取它为纯层（这里等
价于逐点纯（5.1.8））109。还可取 U0 仿射，此时只须应用 5.3.2。

定理 5.3.5. 每个混合崴层都有唯一的有限递增滤过 W，称为权滤过，使

GrWi F0

是权 i 的纯层。每个态射 f : F0 → G0 都与 F0、G0 的权滤过严格相容。

设混合的简单崴层 U0, V0 的权分别为 u, v，且 u > v。由 5.1.15 (ii)（取 i = 1；回
忆 Ext1 = Hom1

D），
Ext1(V0, U0) = 0.

令 S+（相应地，S−）为权大于 i（相应地，不超过 i）的混合简单崴层的同构类集合。
对 S+, S− 应用下述引理，便得到 F0 的子层 WiF0。再结合 5.3.1，即得唯一性与严格
函子性。

引理 5.3.6. 设 A 是每个对象都具有有限长度的阿贝尔范畴。把 A 的简单对象同构
类集合分拆成两类 (S+, S−)，并令 A+（相应地，A−）为 A 的全子范畴，其对象的所
有简单子商均属于 S+（相应地，S−）。假设对 U ∈ S+、V ∈ S− 都有

Ext1(V, U) = 0.

则 A 的每个对象 F 都有唯一子对象 WF ∈ A−，使 F/WF ∈ A+。对每个态射
f : F → G，都有

f(WF ) = f(F ) ∩WG.

若 X ∈ A+、Y ∈ A−，则 Ext 正合列说明

Ext1(Y,X) = 0.

108译者注：原文作“partie fixée”，但归约到 a) 还需说明可取 Y0 有限。将仿射 X0 嵌入某个 AN
0 ，对各坐标投

影应用上述论证。每个坐标只有有限多个例外值，所有例外集的交包含于这些有限集的笛卡尔积，因而有限。
109据勘误第 71 条修正。
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由于 S+ 与 S− 不交，还有

Hom(X,Y ) = Hom(Y,X) = 0.

对 F 的长度 ` 作归纳，以证明 WF 的存在性。若 ` = 0，则 F = 0，结论显然。
设 ` > 0，取 F 的一个简单子对象 S。归纳假设适用于 F/S，故 W (F/S) 已经存在。
令 E 为它在 F 中的逆像；于是 E 是 W (F/S) 被 S 扩张所得的对象。若 S ∈ S−，取
WF = E。若 S ∈ S+，则

Ext1(W (F/S), S) = 0

说明该扩张分裂；取 W (F/S) 在 E 中的一个提升作为 WF。
再证唯一性。设 F 的子对象 W ′,W ′′ 都属于 A−，而 F/W ′、F/W ′′ 都属于 A+。

由
Hom(W ′, F/W ′′) = Hom(W ′′, F/W ′) = 0,

复合态射
W ′ −→ F −→ F/W ′′, W ′′ −→ F −→ F/W ′

都为零，故 W ′ = W ′′。
最后，对任意态射 f : F → G，f(WF ) 与 f(F ) ∩WG 都满足 W (fF ) 的刻画性

质。因此
W (fF ) = f(WF ) = f(F ) ∩WG.

推论 5.3.7. 设 F0 是 X0 上的混合崴层。则 F0 的权不超过 w，当且仅当 X0 的每个
不可约子簇 Y0（记其维数为 d）都含有稠密开集 U0，使

H−d(F0)|U0

的逐点权不超过 w − d。

必要性显然。现证充分性。若 F0 的权不超过 w 不成立，则由 5.3.5，它有一个权
w1 > w 的简单商 G0。存在光滑连通、维数为 d 的 j : Y0 ↪→ X0，以及 Y0 上的光滑层
L0，使

G0 ' j!∗(L0[d]).

可以取 Y0 仿射，并取 L0 为逐点纯且权为 w1 − d 的层。由短正合列

0 −→ ker(F0 → G0) −→ F0 −→ G0 −→ 0

所诱导的长上同调列，可在 Y0 的某个稠密开集 V0 上得到满射

H−d(F0)|V0 ↠ H−d(G0)|V0 = L0|V0 .

由假设，充分缩小 V0 后，H−d(F0)|V0 的逐点权不超过 w−d；故 L0 亦然，从而 w1 ≤ w，
矛盾。

定理 5.3.8. 若 F0 是 X0 上的纯崴层，则 X 上的崴层 F 是简单崴层的直和；这些
简单崴层因而形如

j!∗L[d],

143



崴层

其中 j : U ↪→ X，U 光滑连通、纯维数为 d，而 L 是 U 上不可约的光滑 Qℓ-层。

照录 [1] 3.4.1 (iii) 的证明。令 F ′ 为 F 中所有简单崴子层之和。它是 F 的最大半
单子对象；只须证明 F ′ = F。子层 F ′ 在 Frobenius 下稳定，故由 5.1.2 来自 F0 的子
层 F ′

0 ⊂ F0。令
F ′′
0 = F0/F

′
0.

短正合列
0 −→ F ′

0 −→ F0 −→ F ′′
0 −→ 0

的扩张类在
Ext1(F ′′, F ′)

中的像为零：这是 5.1.15 (iii) 的结论，因为由 5.3.1，F ′
0 与 F ′′

0 都是同一权的纯层。因
此

F ' F ′ ⊕ F ′′.

若 F ′′ 6= 0，它便含有简单子对象；该子对象可提升到 F 中，与 F ′ 的最大性矛盾。故
F ′′ = 0，从而 F ′ = F。
令 En 为 Spec(Fq) 上的 Qℓ-层，其纤维为以 (ei)1≤i≤n 为基的 Qn

ℓ，Frobenius F 以
单个 Jordan 块（Jordan block；法：bloc de Jordan）作幺幂作用：

Fen = en, F ei = ei + ei+1 (i < n).

这是权 0 的纯且不可分解（indecomposable；法：indécomposable）的层；当 n > 1 时，
它并不半单。仍以 En 表示它在 X0 上的逆像。

命题 5.3.9.

(i) 纯且不可分解的崴层恰为
S0 ⊗ En

的形式，其中 S0 为简单崴层。

(ii) 若 S0 简单，则存在整数 d，以及

X1 := X0 ⊗Fq Fqd

上的崴层 S1，使 S0 是 S1 经投影 π : X1 → X0 的直像；S1 在 X 上仍然简单，
并且不同构于它在 Aut(Fqd/Fq) 下的各个共轭。

设 F0 是一个崴层，且 F 半单；纯的 F0（5.3.8）以及简单的 F0 都满足这一条件。
令 A为 F 的简单组成因子的同构类集合，把 F 写成其同型分量（isotypic components；
法：constituants isotypiques）之和：

F =
⊕
a∈A

Fa.

A 在 F ∗
q 下的轨道分解给出 F 的 F ∗

q -稳定分解，因而由 5.1.2 给出

F0 =
⊕
C

F0C ,

144



5 自对偶崴度：权

其中 C 遍历 F ∗
q 在 A 中的轨道。

设 C 是含 d 个元素的轨道，a ∈ C。由于

Fa ⊂ FC ⊂ F

在
F ∗
qd = (F ∗

q )
d

下稳定，它定义了 X1 = X0⊗Fqd 上的崴子层 F1a；这是把 F0C 逆像到 X1 后所得的子
层。若 π : X1 → X0 为投影，则

F0C ' π∗F1a.

取同构类为 a 的简单崴层 Ga，并选定同构

ϕ : Fr∗qd Ga
∼−→ Ga.

由此在
Va := Hom(Ga, Fa) = Hom(Ga, F )

上得到 Frobenius F ∗
qd
的作用，并且同构

Fa ' Ga ⊗ Va

是 F ∗
qd
-等变的。
若 F0 不可分解，则只有一个轨道，而且 (Va, F

∗
qd
) 不可分解；也就是说，F ∗

qd
在 Va

上只有一个 Jordan 块。改变同构 ϕ 后，可设 F ∗
qd
在 Va 上为幺幂作用。此时 (Ga, ϕ)

同构于 (Fa, F
∗
qd
) 的一个子对象，因而对应于 X1 上的崴层 G1，并且

F1a ' G1 ⊗ EdimVa .

这里用到：En 在 Spec(Fqd) 上的逆像，同构于该点上以同样方式定义的层。于是

F0 ' π∗(G1 ⊗ En) ' π∗G1 ⊗ En,

且 π∗G1 简单。这证明了 (i)。
若 F0 简单，则同样只有一个轨道，而 F ∗

qd 在 Va 上的作用不可约。因此 dimVa = 1，
从而得到 (ii)。

注记 5.3.10. 截至并包括 5.3.8，以上结果及其证明对 Qℓ-上同调（或 Eλ-上同调）
同样成立。5.3.9 (i) 在这些系数下仍然成立，但由 5.3.8 与 5.1.2 推导它所需的线性代
数更为复杂；5.3.9 (ii) 则不再原样成立。

推论 5.3.11. 设 F0 是 X0 上的纯崴层，j : U0 ↪→ X0 为开浸入，i : Z0 ↪→ X0 为其
闭补集。则 F0 有唯一分解

F0 = j!∗F ′
0 ⊕ i∗F ′′

0 .

而且：
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(i) 伴随态射
pj!j

∗F0 −→ F0

经过 pj!j
∗F0 的商 j!∗j

∗F0 分解；伴随态射

F0 −→ pj∗j
∗F0

经过 pj∗j
∗F0 的子对象 j!∗j

∗F0 分解。

(ii) 两个伴随态射的复合
i∗
pi!F0 −→ F0 −→ i∗

pi∗F0

是同构。

唯一性来自
Hom(j!∗F ′

0, i∗F ′′
0 ) = Hom(i∗F ′′

0 , j!∗F ′
0) = 0.

由 5.1.2，要验证 (i)、(ii)，并验证其中诸箭头确为上述分解的嵌入与投影，只须在 X

上验证。由 5.3.8，又只须对 F 的简单组成因子 G 验证。每个 G 都形如 j!∗G
′ 或 i∗G

′′，
断言于是显然。

5.4 纯复形
设 X0/Fq 如 5.1，且

K0 ∈ Db
m(X0,Qℓ).

定理 5.4.1. K0 的权不超过 w（相应地，权不小于 w），当且仅当每个崴上同调层

pH iK0

的权不超过 w + i（相应地，权不小于 w + i）。

括号内的断言由非括号内的断言对偶得到，故只证非括号内的情形。
若 (A0, B0, C0) 是好三角，且 A0, C0 的权不超过 w，则 B0 亦然。因此条件的充分

性来自诸三角 (
pτ≤i−1K0,

pτ≤iK0,
pH iK0[−i]

)
.

现设 K0 的权不超过 w。对 i 作降归纳，证明 pH iK0 的权不超过 w + i。当 i 充
分大时，pH iK0 = 0，断言显然。设对所有 i > n 结论已成立，于是截断

pτ>nK0

的权不超过 w；110须证 pHnK0 的权不超过 w + n。
为简化记号，设 w = n = 0；作扭曲与平移即可归约到此情形。这里的扭曲如 5.3.1

的译者注所述。好三角 (
pτ≤0K0, K0,

pτ>0K0

)
110据勘误第 72 条修正。
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说明 pτ≤0K0 的权不超过 0。三角(
pτ<0K0,

pτ≤0K0,
pH0K0

)
给出正合列

H−d(pτ≤0K0) −→ H−d(pH0K0) −→ H−d+1(pτ<0K0). (5.4.1.1)

对 X0 中任一维数为 d 的不可约子簇 Y0，存在稠密开集 U0 ⊂ Y0，使 H−d+1(pτ<0K0)

在 U0 上的限制为零。由 (5.4.1.1)，H−d(pH0K0) 在 U0 上的逐点权不超过 −d。再由
5.3.7，pH0K0 的权不超过 0，证明完毕。

推论 5.4.2. 设 f : X0 → Y0 为有限型态射。函子

pH0f!,
pH0f ∗

把权不超过 w 的崴层变为权不超过 w 的崴层；相应地，函子

pH0f∗,
pH0f !

把权不小于 w 的崴层变为权不小于 w 的崴层。

这是 5.4.1 与 5.1.14 的直接推论。

推论 5.4.3. 若 f 拟有限，则

f!∗ := Im(pf! −→ pf∗)

把 X0 上权不小于 w（相应地，权不超过 w）的崴层变为 Y0 上权不小于 w（相应地，
权不超过 w）的崴层；特别地，它把纯崴层变为同一权的纯崴层。

由 5.4.2，5.3.2 的第一种证明可以原样应用。

推论 5.4.4. K0 ∈ Db
m(X0,Qℓ) 是权 w 的纯复形，当且仅当每个崴层 pH iK0 都是权

w + i 的纯层。

定理 5.4.5. 若 K0 ∈ Db
m(X0,Qℓ) 是纯的，则在 X 上有

K '
⊕
i

pH iK[−i].

由 5.4.4 与 5.1.15 (iii)，好三角(
pτ<iK0,

pτ≤iK0,
pH iK0[−i]

)
中次数为 1 的箭头，在

Ext1(pH iK[−i], pτ<iK)

中的像为零。因此
pτ≤iK ' pτ<iK ⊕ pH iK[−i],

定理随即得到。
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结合 5.4.4、5.4.5 与 5.3.8111，得到：

推论 5.4.6. 若 K0 是纯的，则在 X 上，K 是下列对象的直和：

(j!∗L[d])[n],

其中 j : U ↪→ X，U 光滑连通、维数为 d，L 是 U 上不可约的光滑层，n ∈ Z。

以下两个推论分别推广整体不变圈定理与局部不变圈定理。

推论 5.4.7. 在 X 的每个不可约分支中，选取位于一般点 η 上的几何一般点 η̄。若
K0 是纯的，则对每个 i 都有满射

H i(X,K) ↠
∏
η

(H iK)
Gal(η̄/η)
η̄ . (5.4.7.1)

这里左端的 H i 是超上同调群，右端的 H i 是通常的上同调层。

由 5.4.6，只须对
K = (j!∗L[d])[n]

验证 (5.4.7.1)。至多有一个 η 落在 U 中。若没有这样的 η，或 i 6= −d− n，则右端为
零。若 η ∈ U 且 i = −d− n，则

H i
(
(j!∗L[d])[n]

)
= ◦j∗L,

且 j < i 时 Hj = 0，所以 5.4.7 归结为

H0(X, ◦j∗L) ↠ (Lη̄)
Gal(η̄/η).

左端等同于 H0(U,L)，而此箭头实际上是同构。

推论 5.4.8. 设 x 是 X 的几何点（它位于一个不必闭的点上），112 令 Xx 为 X 在
x 处的严格 Hensel 化。对 Xx 的每个不可约分支，选取位于一般点 η 上的几何一般点
η̄。若 K0 是纯的，则对每个 i，就通常上同调层而言，都有满射

H i(Xx, K) = (H iK)x ↠
∏
η

(H iK)
Gal(η̄/η)
η̄ .

与 5.4.7 同样，可归约到 K = (j!∗L[d])[n]。113记 Ux 为 U 在 Xx 中的逆像，只须
对 Ux 的每个连通分支 U ′

x 及其一般点 η 验证

H0(U ′
x, L) ↠ (Lη̄)

Gal(η̄/η).

这个箭头是同构。

注记 5.4.9. 设 f : Y0 → X0 为真态射，且 L0 ∈ Db
c(Y0,Qℓ)。若 L0 是纯的，则 f∗L0

也是纯的。对 f∗L0 应用 5.4.7 与 5.4.8，可得：
111据勘误第 73 条修正。
112据勘误第 74 条修正。
113据勘误第 75 条修正。
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(a) 若 x 是 X 的开集 U 中的几何点，且诸 H if∗L0 在 U 上光滑，则 H∗(Y, L) 映满
H∗(Yx, L) 中由单值作用固定的部分，也就是在 π1(U, x) 作用下不变的部分；

(b) 若 x ∈ X，而 x̄ 是严格局部化 X(x) 的一个几何一般点，则 H∗(Yx, L) 映满
H∗(Yx̄, L) 中由局部单值作用固定的部分。

5.4.10
设 f : X0 → Y0 为射影态射，` ∈ H2(X0,Qℓ(1)) 是一个相对丰沛可逆层（relatively

ample invertible sheaf；法：faisceau inversible relativement ample）的第一 Chern 类
（first Chern class；法：première classe de Chern）。对任意

K0 ∈ Db
c(X0,Qℓ),

` 定义态射
K0 −→ K0[2](1),

并由迭代得到
`n : K0 −→ K0[2n](n).

施以 f∗，可得
`n : f∗K0 −→ f∗K0[2n](n),

以及态射
`n : pH if∗K0 −→ pH i+2nf∗K0(n).

下述定理是 [1] (6.2.13) 的相对推广。

定理（相对 Lefschetz 困难定理）5.4.10. 若 F0 是 X0 上的纯崴层，则对每个 i ≥ 0，
态射

`i : pH−if∗F0
∼−−→ pH if∗F0(i)

都是同构。

问题在 Y0 上是局部的。缩小 Y0，并把 ` 换成它的一个倍数之后，可设 f 有分解

X0 ↪−→ Pd0 × Y0 −→ Y0

（其中 d ≥ 0 适当），且 ` 是 O(1) 的第一 Chern 类。
先证 i = 1。当 Y0 是一点时，[1] 的证明是取 X 的一个充分一般的超平面截面 H，

把 `看成限制态射与 Gysin态射（Gysin morphism；法：morphisme de Gysin）的复合

H−1(X,F )
v∗−→ H−1(H,F )

v!−→ H1(X,F )(1),

再证明 v∗ 把 H−1(X,F ) 等同于 H 变动时 H−1(H,F ) 中由单值作用固定的部分，而
对偶地，v! 把 H1(X,F )(1) 等同于单值作用的余不变量。单值表示的半单性于是说明
v!v

∗ 是同构。这里沿用同一思路，不过使用超平面截面的泛族，而非单个超平面截面。
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令 P̌d0 为 Pd0 的对偶射影空间（dual projective space；法：espace projectif dual），并
置

Y ′
0 = P̌d0 × Y0, X ′

0 = P̌d0 ×X0.

令 H0 ⊂ X ′
0 为 X0 的超平面截面的泛族：对 (a, y) ∈ Y ′

0，H0/Y
′
0 在 (a, y)处的纤维，是

X/Y 在 y 处的纤维 Xy 与超平面“a”的交 Xy ∩ a。记各态射如下：

X0 X ′
0 H0

Y0 Y ′
0

f

u

f

v

h

u

注意图中不同的箭头沿用同一字母；上下文足以排除歧义。

引理 5.4.11. 设 K ∈ pD≥0
c (X,Qℓ)。则：

(i) 有
u∗f∗K

∼−−→ f∗u
∗K,

因而
(u∗pH if∗K)[d]

∼−−→ pH i+df∗u
∗K.

(ii) 当 i < d− 1 时，有同构

pH if∗u
∗K

∼−−→ pH ih∗(uv)
∗K.

(iii) 有单射
pHd−1f∗u

∗K ↪−→ pHd−1h∗(uv)
∗K,

且左端等同于右端中来自 Y 的最大崴子层（定义见 4.2.6）。

态射 u 光滑且纯相对维数为 d，故 u∗[d] 是 t-正合的（4.2.4），从而得到 (i)。令 g

为 U = X ′ −H 到 Y ′ 的投影。它是仿射态射；又因

u∗K ∈ pD≥d(X ′),

有（4.1.2）
g!u

∗K|U ∈ pD≥d(Y ′).

于是三角 (
g!(u

∗K|U), f∗u∗K, h∗(uv)∗K
)

给出 (ii) 以及 (iii) 中的单射。要验证 (iii) 的其余部分，只须依 4.2.6 证明

pH−du∗
pHd−1f∗u

∗K
∼−−→ pH−du∗

pHd−1h∗(uv)
∗K. (5.4.11.1)

若 d = 0，则 f 是闭浸入、H = ∅，两端均为零。以下设 d ≥ 1。
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引理 5.4.12. 设 q : Q → X 是相对维数为 d 的射影空间丛（projective bundle；法：
fibré projectif），η 是 O(1) 的第一 Chern 类，且 K ∈ Db

c(X,Qℓ)。则

∑
ηi :

d⊕
i=0

K[−2i](−i) ∼−−→ q∗q
∗K.

逐纤维检验即可归约到 X 为一点的情形；再对 K 作剥离，可归约到 K = Qℓ[0]。
此时断言就是射影空间上同调的熟知结构。

5.4.13
证明 (5.4.11.1)（d ≥ 1）。对 u 与 uv 应用 5.4.12，得到

u∗f∗u
∗K = f∗u∗u

∗K =
d⊕
i=0

f∗K[−2i](−i)

及

u∗h∗(uv)
∗K = f∗(uv)∗(uv)

∗K =
d−1⊕
i=0

f∗K[−2i](−i).

两者只相差直和项 f∗K[−2d](−d)。
f 的纤维维数不超过 d，故由 4.2.4，

f∗K ∈ pD≥−d(Y,Qℓ),

并且
pH iu∗f∗u

∗K
∼−−→ pH iu∗h∗(uv)

∗K (i ≤ d− 1),

特别地，对 i ≤ 0 亦然。
对 L = f∗u

∗K 与 L = h∗(uv)
∗K 的截断三角施以 u∗，所得两个三角形（其中下排

第三项依勘误修正）114及其间态射为

u∗
pτ<d−1f∗u

∗K u∗f∗u
∗K u∗

pτ≥d−1f∗u
∗K

u∗
pτ<d−1h∗(uv)

∗K u∗h∗(uv)
∗K u∗

pτ≥d−1h∗(uv)
∗K.

∼

由 (ii)，左边的竖箭头是同构。比较这两个三角形的崴上同调长正合列，得到

pH−1u∗
pτ≥d−1f∗u

∗K
∼−−→ pH−1u∗

pτ≥d−1h∗(uv)
∗K.

由于 u∗ 的上同调幅度不小于 −d，有

pH−1u∗
pτ≥d−1 =

pH−du∗
pHd−1,

这正是 (5.4.11.1)。
114据勘误第 76 条修正。
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5.4.14
证明 5.4.10 的 i = 1 情形。与限制态射

(u∗pH−if∗F )[d] =
pH−if∗(u

∗F [d]) −→ pH−i+1h∗
(
(uv)∗F [d− 1]

)
对偶，我们有 Gysin 态射

pHjh∗
(
(uv)∗F [d− 1]

)
−→ u∗(pHj+1f∗F )[d](1),

二者在 j = −i+ 1 时的复合，就是 ` 的作用施以 u∗[d] 后所得的态射。
当 i = 1 时，由 5.4.11，(u∗pH−1f∗F )[d] 是

pH0h∗
(
(uv)∗F [d− 1]

)
中来自 Y 的最大子对象。对偶地，(u∗pH1f∗F )[d](1) 是它来自 Y 的最大商对象。因为
F0 纯，由 5.1.14，(uv)∗F0 与 h∗(uv)

∗F0 均纯；再由 5.4.1，pH0h∗(uv)
∗F0 也纯。因此

pH0h∗
(
(uv)∗F [d− 1]

)
由 5.3.7 是半单的，115其来自 Y 的最大子对象同构地映到来自 Y 的最大商对象。故 `

在施以 u∗[d] 后成为同构；由于 u∗[d] 保守，` 本身亦为同构。

5.4.15
完成 5.4.10 的证明。对 i 归纳。i = 0 显然，i = 1 已证。若 i ≥ 1，则 `i+1 施以

u∗[d] 后，可写成复合

(u∗pH−i−1f∗F )[d] −→ pH−ih∗
(
(uv)∗F [d− 1]

)
ℓi−→ pH ih∗

(
(uv)∗F [d− 1]

)
(i)

Gysin−−−→ (u∗pH i+1f∗F )[d](i+ 1).

第一箭头由 5.4.11 (i)、(ii) 是同构；最后一箭头是它的对偶，也是同构；中间一箭头则
由归纳假设应用于 h 和 (uv)∗F0[d− 1] 而为同构。定理得证。

115译者注：原文此处引用“5.3.7”，这里保留。半单性实际由 5.3.8 得到；2018 勘误 73 只指明旧版第 142 页的
另一处引用。这里应先对纯复形 h∗(uv)

∗F0[d− 1] 应用 5.4.1，得到显示的第零崴上同调层纯，再用 5.3.8。
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本章旨在说明并论证一套方法：怎样从有限域代数闭包上的真命题（例如 5.3、5.4
的结果），推出 C 上的命题。事实上，在 6.1 的讨论中，可以把从 F 到 C 换成到任意
特征不等于 ` 的代数闭域 k；由此可对 k 上簇中几何来源的（of geometric origin；法：
d’origine géométrique）半单 Qℓ-崴层得到 6.2.5、6.2.8、6.2.10 的类似结论。116

6.1 原理

6.1.1
要从 F 上的命题推出复代数簇的几何命题，分两步进行；中间先得到一个 C 上、

却不涉及基域 C 的拓扑的命题。若所论命题属于上同调或同伦论，就把复代数簇的经
典拓扑换成平展拓扑，并把系数

Z/`, Z, Q, C

依次换成
Z/`, Zℓ, Qℓ, Qℓ.

这种转译并非总能进行：

• 平展拓扑不能检测 π1 本身，只能检测其投射有限完备化（profinite completion；法：
complété profini）π̂1；不过对正规簇而言，它至少能做到这一点。若 π1 有限，它
还能检测

π̂i = πi ⊗ Ẑ (i > 1),

但若 π1 无限，高阶 πi 未必有限生成，因而可能丢失（参见 Artin–Mazur, Étale
homotopy, Springer Lecture Notes in Math. 100）。

• 平展拓扑只适于 `-进系数。不能指望使用 Z、Q 或 R 系数：整格以及二次型的符
号差都会丢失。

• 上同调的 Hodge结构（或混合Hodge结构）在 `-进上同调中会丢失。不过，H∗(X,Q)

的权滤过是几何定义的，因而有 `-进对应物；一个应用见 6.2.3。

此外，必须处理复代数簇与代数态射，而不能只处理复解析簇与解析态射。例如，
5.3、5.4 给出了射影簇上的定理，但对 Kähler 簇的类似结果尚不知晓。

116据勘误第 77 条修正。
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6.1.2
设 X 是 C 上的有限型概形。把拓扑空间 X(C) 与 X 的平展拓扑联系起来，有比

较态射（即拓扑斯的态射）
ε : X(C) −→ Xet.

基本结果如下。

(A) 函子 ε∗ 给出 Xet 上可构造集合层范畴与 X(C) 上可构造集合层范畴的等价。这里
“可构造”是指：存在代数分层，使层在每一片层上局部常值且纤维有限。其变体如下。

(A′) 对任意有限环 R，有范畴等价

ε∗ : {Xet 上可构造的R-模层}
∼−−→ {X(C) 上可构造的R-模层}.

(A′′) 对任意素数 `，有范畴等价

ε∗ : {Xet 上可构造的Zℓ-层}
∼−−→ {X(C) 上可构造的Zℓ-模层}.

由 (A′) 取投射极限推出 (A′′) 时，还需假设各片层局部可缩，或至少满足相应的
局部可缩性条件。此外，若 U 是若干片层组成的开集，Z = X \U，j : U(C) ↪→ X(C)、
i : Z(C) ↪→ X(C)，而 F 是 U(C) 上的可构造 Zℓ-层，还要用到

i∗j∗F
∼−→ lim←−

n

i∗j∗(F/`
nF ).

对由局部有限三角剖分给出的分层等“良好分层空间”，这一比较成立。117

对 Qℓ-层，ε∗ 只保证全忠实。设 X 正规连通并取基点 x ∈ X(C)。X(C) 上秩有
限的局部常值 Qℓ-层 F 属于其本质像，当且仅当 π1(X(C), x)在 Fx 上的作用稳定某个
格，即稳定一个生成 Fx 的有限型 Zℓ-子模。若 F 在某个片层正规连通的分层（2.1）各
片层上局部常值，则须对每个片层 S 的 F |S 满足同一条件。Eλ-层与 Qℓ-层亦然。另
一方面，由于这些基本群有限生成，若 F 是 X(C)上可构造的 Q-向量空间层，则除有
限多个 ` 外，F ⊗ Qℓ 都在 ε∗ 的本质像中。要把可构造层的研究归约到 `-进情形，往
往更方便先把待证命题归约到 (A′)；例见 6.2.1。
导出范畴也有类似结论。

(B′) 对任意有限环 R，有范畴等价

ε∗ : Db
c(X,R)

∼−−→ Db
c(X(C), R).

这里下标 c 表示“上同调层可构造”。

(B′′) 有范畴等价
ε∗ : Db

c(X,Zℓ)
∼−−→ Db

c(X(C),Zℓ).

左端是三角范畴
2- lim←−

n

Db
ctf (X,Z/`n)

117据勘误第 78 条修正。
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（其中 tf 表示有限 Tor 维数），右端则是通常导出范畴的一个子范畴。
在 Qℓ-上同调中，比较函子仍只保证全忠实。一个对象 K 属于本质像，当且仅当

它的各个上同调层都属于本质像；Eλ 与 Qℓ-上同调同样如此。
函子 ε∗ 与通常的上同调运算交换，只要限于可构造层。关键结果是 SGA 4 XVI

4.1：

(C) 若 f : X → Y 是 C 上有限型概形之间的态射，则对 X 上任意可构造挠层 F，有

ε∗Rqf∗F
∼−−→ Rqf∗ε

∗F.

这里假设 F 可构造至关重要。例如，取 X = A1、Y 为一点，并令

F =
⊕
n∈Z

(Z/`Z)n,

结论便会失效。
由此形式地推出：

(C′) 在 Z/`n、Zℓ、Qℓ 或 Qℓ-上同调中，也就是说，在相应的有界可构造导出范畴内，
ε∗ 与函子

Rf∗, Rf!, f ∗, Rf !,
L
⊗, RHom

交换。

证明. 关键是 SGA 4 XVI 4.1 的 Rqf∗ 比较定理。对可构造集合层（相应地，群层），
当 q = 0（相应地，q = 0, 1）时该定理也成立。对局部常值集合层，(A′)118来自 π0、π1
的比较定理：后者可由 SGA 4 XVI 4.1 在 q = 0, 1 且 S = Spec(C) 时推出。一般情形
用 Noether 归纳。取足够小的稠密开集 U，使所论诸层在 U 上局部常值；令 F 为其
闭补集。由开闭粘合资料——U 上的层 FU、F 上的层 FF，以及粘合态射

FF −→ i∗j∗FU

——可以重建 X 上的层，且经典拓扑与平展拓扑皆如此。归纳假设适用于 F，而 U

上局部常值层已有比较定理；再用 j∗ 的比较定理即可结束。
(A) 很容易推出 (A′)、(A′′)。通常的上同调运算可归约到浸入 f 的 f!，以及任意

f 的 f ∗、Rf∗。对 Rf!，把 f 写成 gh，其中 g 真、h 为开浸入，则 Rf! = Rg∗h!。对
Rf !，把 f 写成 gh，其中 g 光滑、h 为闭浸入，则

Rf ! = Rh!Rg!.

Poincaré 对偶定理按 g∗ 计算 Rg!：若 g 纯相对维数为 d，则

Rg!K = g∗K[2d](d).

最后，若 j 是 h 的像的开补集，则三角

(h∗Rh
!K, K, Rj∗j

∗K)

118译者注：原文此处标为 (A′)，但集合层的等价是 (A)；(A′) 是模层版本。下文先证明集合层版本，再推出模层
版本。
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使我们能由 Rj∗ 控制 Rh!。所需类型的分解 f = gh 未必整体存在，但它局部存在。比
较箭头一经定义，这便足够；例如，可由 Rf! 的比较同构及伴随关系 (Rf!, Rf

!) 定义
比较箭头。

RHom(K,L) 的情形可通过剥离归约到 Rf∗、浸入 f 的 f!，以及 K 为局部常值层
的情形；所用公式是

Rf∗RHom(K,Rf !L) = RHom(f!K,L).

6.1.3
消失圈理论也有比较定理；其陈述见 SGA 7 XIV 2.8。

6.1.4
第一步中不再看见 C 的拓扑，因此必须留意 Tate 扭曲：

• 若 X 纯维数为 d，则基本类给出态射

H2d
c (X,Z/`n(d)) −→ Z/`n.

• 若光滑的 X 嵌入光滑的 Y，且纯余维数为 d，则 Gysin 态射为

H i(X,Z/`n) −→ H i+2d(Y,Z/`n(d)), . . .

以下几点有助于辨认这些扭曲：

• 即使在经典理论中，若只把 C取作 R的一个代数闭包，而不指定哪个平方根是 i、
哪个是 −i，它们至少也会模 2 地出现。事实上，令

Z(1) = ker
(
exp : C→ C∗) = 2πiZ.

选定 i，便由 1 7→ 2πi 把 Z 等同于 Z(1)；把 i 换成 −i，则把此同构换成其相反
数。同样，选定 i 就确定了 C 以及一切光滑簇的定向；把 i 换成 −i，会反转奇维
簇的定向。因此，不依赖 i 的选择，纯维数为 d 的光滑簇的定向层等同于常值层

Z(d) := Z(1)⊗d,

而基本类把 H2d
c (X,Z(d)) 映到 Z。`-进基本类由这个整系数基本类以及指数映射

所给的同构
Z(1)⊗ Z/n ∼−−→ Z/n(1), z 7−→ exp(z/n)

得到。

• 在 De Rham 上同调中，这些扭曲对应因子 (2πi)d。

• 一个便于记忆的规则是：在导出范畴中，扭曲 (d) 通常与平移 [2d] 同时出现。例
如，当 f 光滑且纯相对维数为 d 时，

Rf !K = f ∗K[2d](d).

注意运算 K 7→ K[2d](d) 保持权不变。
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6.1.5
上述方法并非总能直接套用。以相交同调为例：用奇异链来定义相交（上）同调

时，要求链及其边界与某个适当分层的各片层之交维数不太大。这个定义本身不能原
样转译为平展上同调；但一旦把相交上同调认作超上同调

H∗(X, j!∗(Q[d])
)

（其中 j 是维数为 d 的稠密光滑开集的浸入，而 j!∗ 按 2.1.11 描述），转译便立即完成。

6.1.6
在进入第二步——把不涉及 C拓扑的命题从 C转到 F——之前，尽管逻辑上并非

必需，我们先用一个例子说明怎样把定义在 C 上的簇换成定义在数域上的簇。
设 X 是复射影簇。它由 Pn(C) 中有限个齐次方程

Pα = 0

定义，记 aαβ 为 Pα 的系数。把这些系数视为不定元，则诸 Pα 定义了一族由仿射空间
S 参数化的射影簇；得到射影态射

f : Y −→ S,

其中 X 是 s ∈ S 处的纤维，s 的坐标就是原先各 aαβ 的值。态射 f 由 Q 上的态射作
标量扩张而来；下文简称它定义在 Q 上。
设 f : Y → S 是 Q 上有限型概形之间的分离态射。存在 S 的一个分层 T（定义

在 Q 上），使对每个片层 T，限制

fT : YT −→ T

的纤维“拓扑局部常值”；例如，YT (C)→ T (C)是拓扑局部平凡纤维化。这来自 Thom同
痕定理以及Whitney条件的代数表述（见 J. L. Verdier, Inventiones 36 (1976), 295–312,
cor. 5.1）。
每个片层的每个连通分支都有一个定义在数域上的点119。若 s ∈ S(C)，而同一片

层的同一连通分支中有一点 t 定义在数域上，则 Ys 与 Yt 同胚。例如，要从 Yt 的相交
上同调 Lefschetz 困难定理推出复射影簇 X = Ys 的相应定理，可以使用这一点。事实
上，给 X 配上 O(1) 的第一 Chern 类 ` 后，(X, `) 与 (Yt, `) 同胚，断言遂由相交上同
调的拓扑不变性（[6]）得到。也可以直接在配有适当分层的 Y 上工作，从而不诉诸这
个不变性。
我们往往关心的不是单个簇 X，而是态射

u : X1 −→ X2.

119据勘误第 79 条修正。
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此时仍可找到定义在 Q 上的图

Y1 Y2

S

u

f1 f2

使 u 是在某个 s ∈ S(C) 上取纤维所得。须注意，一般不存在 S 的分层 T，能使同一
片层的同一连通分支内，ut : f−1

1 (t)→ f−1
2 (t) 的拓扑类型保持常值：它可能连续变化。

不过，可以取定义在 Q 上的分层 T，使把 S 基变换到 T 后所得的

Y1T Y2T

T

uT

具有如下性质：对任意 T ′ → T，由此得到笛卡尔图

Y1T ′(C) Y1T (C)

Y2T ′(C) Y2T (C),

v

u u

v

并且对 Y1T (C) 上任意局部系统 L，有

v∗Rqu∗L
∼−−→ Rqu∗v

∗L.

把这一结果作适当加强（参见 6.1.2 中的诸归约），在实际应用中已经足够。

6.1.7
EGA IV §§8、9列出了许多下述形式的结论。设交换环 A是交换环 Ai 的滤过归纳

极限；为简单起见，设 A 与各 Ai 均为 Noether 环。Spec(A) 上任何“有限呈示（finite
presentation；法：présentation finie）”的对象 X——例如有限型概形、此类概形间的
态射、概形上的凝聚层等——都来自某个 Spec(Ai) 上的同类对象 Xi；而两个 Xi 的选
择，在把指标充分增大后会给出同一对象 Xj：

Xj = Xi ×Spec(Ai) Spec(Aj).

若 P 是一个在基变换下稳定的“相对”性质，则 X/ Spec(A) 具有 P，当且仅当充分
大的 j 下 Xj/ Spec(Aj) 具有 P。
我们关心的是

A = C = lim−→Ai,

其中 Ai 遍历 C 中的有限型 Z-子代数。

变体. 对任意有限型 Z-代数 A ⊂ C，存在 0 6= f ∈ A，使 Spec(A[1/f ]) 在 SpecZ 上
光滑。把所有有限型 Z-子代数按滤过顺序考察，并作余终的局部化后，仍有

C = lim−→
i

Ai,
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6 从 F 到 C

且 Si := Spec(Ai) 在 SpecZ 上光滑。
由此可知，C上每个有限型概形 X 都来自某个 Xi/Si；若 X,Y 来自 Xi, Yi/Si，则

态射（相应地，同构）f : X → Y 在充分大的 j ≥ i 时来自

fj : Xj −→ Yj.

同理，两个 fj 的选择在更大的 Sk 上相等。因此，Xi 在“充分大的 i”意义下本质唯
一。
同样，X 的一个分层、一个可构造 Z/`n-模层、此类层间的态射等，都来自充分大

的 i 上的相应对象；两个选择在进一步增大指标后相等。

记号. 对 C 上的一个“对象”Ξ，记 ΞS 为某个充分大的

S = Spec(A), A ⊂ C 为有限型Z-代数,

上的“对象”，使 Ξ 由 ΞS 沿 A→ C 扩张标量得到；若 T → S，则记 ΞT 为 ΞS 在 T

上的逆像。这个记号有歧义，因为 ΞS 一般不唯一；但前面的论证保证这种歧义无碍使
用。
若 T 是 X 的光滑片层分层（相应地，连通片层分层），则增大 S 后，TS 的各片

层在 S 上光滑（相应地，几何纤维连通）。若 X 上的层 F 在每一片层上局部常值，增
大 S 后，XS 上的 FS 也具有同一性质。
设 f : X → Y 是 C 上有限型概形之间的态射，F 是 X 上的可构造 Z/`n-模层，

并取如上的
fS : XS −→ YS, FS/XS.

SGA 4 1/2（Th. finitude 1.9）的有限性定理说明：存在非空开集 U ⊂ S，使对每个给
出笛卡尔图

XU ′ XU

YU ′ YU

g

f f

g

的概形态射 g : U ′ → U，都有

g∗Rqf∗FU
∼−−→ Rqf∗g

∗FU ,

且诸 Rqf∗FU 都可构造。

推论. 给定有限多个 C 上的有限型概形 Xi、有限多个它们之间的态射，以及有限多
个 Xi 上的可构造 Z/`n-模层，可以把所有这些资料同时下降到某个充分大的

S = Spec(A), A ⊂ C

上。缩小 S 后，可设通常的上同调运算

Rf∗, Rf!, f ∗, Rf !,
L
⊗, T orp, Extp

施于给定可构造层有限次后仍给出可构造层，并与任意基变换 S ′ → S 交换。若 ai :

XiS → S 是投影，还可设这些运算的结果经 R∗ai∗ 后在 S 上局部常值。
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6.1.8
以上只涉及 Z/`n-模层。Zℓ-层是无限对象，一般不能从 C 下降到 S。例如，在

Gm,C = P1(C)− {0,∞}

上存在单值表示并非拟幺幂（quasi-unipotent；法：quasi-unipotente）的光滑 Zℓ-层；这
样的层不可能来自

Gm,K , K ⊂ C 为有限型Q-扩张,

上的 Zℓ-层。
下面给出绕过这一障碍的方法。设 X 是 C 上的有限型概形，T 是 X 的一个片层

光滑连通的分层（2.1）；对每个 T ∈ T，给定有限族 L(T )，其元素为 T 上不可约光滑
Z/`-模层。取

(XS, TS, LS)/S, S = Spec(A), A ⊂ C 为有限型Z-代数,

使其沿 A→ C 扩张标量后给出 (X,T, L)。设 S 已取得足够小，使各片层 T ∈ TS 在 S

上光滑且几何纤维连通。对任意两个形如 j!L 的层 F,G，其中

j : T ↪−→ XS, T ∈ TS, L ∈ LS(T ),

还要求诸
Extq(F,G)

均与基变换 S ′ → S 相容；并且，若 a 为到 S 的投影，则

Rpa∗Extq(F,G)

在 S 上局部常值且与基变换相容。
这里还要求：对每个 T，有限族 LS(T ) 中各层在几何纤维上不可约，并且只出现

有限多个同构类。120

取
A ⊂ V ⊂ C,

其中 V 是一个严格 Hensel 离散赋值环，其剩余域是 A 的某个有限剩余域的代数闭
包。对 Spec(A) 的任一闭点 a，总能找到这样的 V，使 Spec(V )→ Spec(A) 把闭点映
到 a。为此，可取一条“解析弧”，即完备局部环 Âa 的一个一维商，使这条弧不包含
在 Spec(A) 的任何真闭子集在 Spec(Âa) 中的逆像内。再将它正规化并严格 Hensel 化
即可。
令 (XV , TV , LV ) 由 (XS, TS, LS) 基变换得到，(Xs, Ts, Ls) 为其特殊纤维，并记

X XV Xs
u i

为自然图。

120据勘误第 80 条修正。
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记
Db
T,L(X,Zℓ)

为 Db
c(X,Zℓ) 的全子范畴：其中的对象 K 满足，诸普通上同调层 H iK 模 ` 约化后限

制到每个片层 T，都局部常值，且其组成因子属于 L(T )。同样定义

Db
T,L(XV ,Zℓ), Db

T,L(Xs,Zℓ).

引理 6.1.9. 在上述记号下，函子121

Db
T,L(X,Zℓ)

u∗←−−
∼

Db
T,L(XV ,Zℓ)

i∗−−→
∼

Db
T,L(Xs,Zℓ)

都是范畴等价。

此处 V 不必是离散赋值环：只要 A ⊂ V ⊂ C 是严格 Hensel 局部环，同样的两个
限制函子仍为等价。122

把 Zℓ 换成 Z/`n 后，断言可由 6.1.8 的比较条件形式地推出，但须注意：S 的选
择直接给出的比较只适用于 Z/` 系数的 Ext 层，不能立即用于 Z/`n。缩小 S，或使用
标准谱序列，可先得到各全局 Extp 群在 X、XV 与 Xs 上的比较同构。123 再验证有限
Tor 维数在这些等价下保持，依据 `-进导出范畴的定义，将引理陈述中的

Db
T,L(−,Zℓ)

换成
Db
T,L,tf(−,Z/`n)

（tf 表示有限 Tor 维数）后所得的等价，便给出 6.1.9。

6.1.10
因此，对给定的 (X,T, L)，只要

S = Spec(A)

取得足够大，并如上选取 A ⊂ V ⊂ C，便得到范畴等价

Db
T,L(X,Zℓ)←→ Db

T,L(Xs,Zℓ), (6.1.10.1)

它把 C 联系到有限域的代数闭包。
增大 S 后，TS, LS 的两个选择会以相容方式相等。令 V 为所有离散赋值环

V ⊂ C
121据勘误第 81 条修正。
122据勘误第 82 条修正。
123据勘误第 83 条修正。
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组成的集合，其剩余域均为有限域的代数闭包。对有限型 Z-代数 A ⊂ C，令 V(A) 为
其中满足 A ⊂ V 的那些 V；诸 V(A) 按反向包含组成滤过基。以下只考虑相应滤过下
的芽。
若 X 是 C 上有限型概形，并由 XS/S 扩张标量得到，则当 V ∈ V(A) 时，特殊

纤维 Xs 所成系统的芽只依赖于 X，且在唯一同构意义下成立。其他一切“有限呈示”
对象亦然。对给定 (X,T, L)，范畴等价 (6.1.10.1) 所成系统的芽也只依赖于 (X,T, L)。

若 (T ′, L′) 加细 (T, L)，则前者的等价系统之芽自然诱导后者的等价系统之芽。不
过，我们只有芽，不能直接取极限而得到

Db
c(X,Zℓ)←→ Db

c(Xs,Zℓ)

的整体等价；只能断言：Db
c(X,Zℓ) 中每个对象 K，都定义了 Db

c(Xs,Zℓ) 中对象系统
的一个芽。
若 (T, L) 还满足：

(a) 各片层光滑且连通；

(b) 对每个 j : T ↪→ X、每个 F ∈ L(T )，以及 T ′ ∈ T，诸

Rqj∗F |T ′

都局部常值，且其组成因子属于 L(T ′)，

则可令同样的性质在 S 上成立，并使 Rqj∗F 与任意基变换交换。于是对 T 上任
意崴度函数 p，6.1.9 的等价保持崴 t-结构；等价系统 (6.1.10.1) 的芽也具有同一性质。

利用 6.1.7，还可令 6.1.9的等价以及 (6.1.10.1)的等价系统之芽与通常的上同调运
算相容。例如，对 T = RHom 或

L
⊗，可以把每个 (T, L) 加细为 (T ′, L′)，使

T : Db
T,L ×Db

T,L −→ Db
T ′,L′ ,

再选取 S，使对上述各 V，6.1.9 的等价与 T 交换。对态射 f : X → Y（或 Y → X），
同理可在 Y 上取 (T ′, L′)，使

Rf∗, Rf! （或f ∗, Rf !）

把 Db
T,L 映入 Db

T ′,L′，且诸等价与这些函子交换。

对 RHom 与
L
⊗，还可利用 L(T ) 中诸层的单值表示之像有限，把 (T, L) 进一步加

细为 (T ′, L′)，使 Db
T ′,L′ 对这两个函子稳定。

缩小 S 后，还可设 (6.1.10.1) 限制到层时保持：

• F 在每个片层各点的纤维的 Zℓ-模结构，包括秩和挠部分的初等因子（elementary
divisor；法：diviseur élémentaire）；

• F 的光滑性。这里可先归约到 Z/`-模层，因为 Zℓ-层光滑，当且仅当 ` : F → F

的核与余核都光滑；
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• 当 X 光滑连通且 F 光滑时的单值表示。为此可缩小 X 使只有一个片层；这不改
变单值群。再取有限连通覆盖，使 L(X) 中各层都平凡；于是利用

π1(X) −→ π1(XV ), π1(Xs) −→ π1(XV )

在 H1(−,Z/`) 与 H2(−,Z/`) 上诱导同构，进而在投射 `-完备化上诱导满射。124

由 Zℓ-导出范畴的等价系统，立即得到 Qℓ、Eλ 与 Qℓ-导出范畴的相应系统。验证
Qℓ-层的光滑性可用以下事实：

(a) F 光滑，当且仅当它在 Xred 的正规化上的逆像光滑；

(b) 若 X 正规连通，j : U ↪→ X 为稠密开浸入，则 F 光滑，当且仅当其纤维等维、
F |U 光滑，且自然态射

F
∼−−→ j∗j

∗F

是同构。

6.2 例

6.2.1 仿射概形的上同调维数

设 X 是 C上维数为 d的仿射概形。我们要由 `-进上同调中的类似结果（4.1.4）推
出：对 X(C) 上任意可构造的复向量空间层 F，

H i(X(C), F ) = 0 (i > d).

以下简记 X(C) 为 X。
通过剥离，可设

F = j!L,

其中 j : Y ↪→ X 是连通局部闭子概形的浸入，L 是 Y 上的复局部系统。取 y ∈ Y。局
部系统 L 由 π1(Y, y) 在

Ly ' Cn

上的表示定义。因为 π1(Y, y) 有限生成，这个表示可分解为

ρA : π1(Y, y) −→ GL(n,A),

其中 A ⊂ C 是有限型 Z-代数。于是

L = LA ⊗A C,

其中 LA 是自由 A-模的局部系统。令

FA = j!LA.

124据勘误第 84 条修正。
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我们把下列事实视为已知：诸 H i(X,FA)都是有限型 A-模；而对任意 A-模M，有

RΓ(X,FA ⊗AM) ' RΓ(X,FA)
L
⊗AM.

这些有限性结论来自如下事实：若 X 是 X 的射影紧化，则 (X,X −X) 可三角剖分。
令 N 为满足 HN(X,FA) 6= 0 的最大整数。于是对任意 A-模 M，

HN(X,FA ⊗AM) = HN(X,FA)⊗AM.

反设 N > d。取 A 的极大理想 m，并置

FA/m = FA ⊗A A/m.

由于 A/m 有限，FA/m 是 Yet 上某个层 F et
A/m 经 ε∗ 所得。125于是

HN(X,FA)⊗A A/m = HN(X,FA/m)
∼−−−−−→

6.1.2 (C)
HN(Xet, F

et
A/m) = 0,

最后一个等号来自 4.1.4，因为 N > d。这对每个 m 都成立；而 HN(X,FA) 是有限型
的，故它只能为零，矛盾。因此

H i(X,FA) = 0 (i > d).

再由

H i(X,F ) = H i(X,FA)⊗A C

得到所求结论。

变体. 与其对 F 作剥离归约到 F = j!L，也可以直接写成

F = FA ⊗A C,

其中 A 如上，而 FA 是纤维为自由 A-模的可构造层。

注记. 上述结果还不够强。事实上，只要 X 是 Stein 空间（Stein space；法：espace
de Stein），F 是某个局部有限解析分层各片层上的局部常值阿贝尔层，便有

H i(X,F ) = 0 (i > dimCX).

这可由 Morse 理论的适当变体证明；见 [Ham95]。126

125译者注：原文此处写作 Yet。由 FA = j!LA 可知，FA/m 是 X 上的层，故此处应为 Xet；下一行也在 Xet 上
取上同调。

126据勘误第 85 条修正。
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6.2.2 权滤过

设 X 是 C 上的概形。要在 X 的上同调上得到混合 Hodge 结构，先以带有适当
紧化

X∗ ↪−→ X∗

的单纯概形替换 X（[3]）。单纯概形是无限对象：它含有无穷多个 Xi 和无穷多箭头，
未必能整体下降到

S = Spec(A), A ⊂ C 为有限型Z-代数.

不过，要研究 i ≤ n 的 H i(X)，只须知道 i ≤ n+ 1 时的 Xi, X i；截断图

(Xi)i≤n+1 ↪−→ (X i)i≤n+1

可以下降到某个适当的 S。127

Hn(X(C),Q) 的权滤过 WQ，是由

X∗ ↪−→ X∗

构造的谱序列的收敛滤过。同一谱序列存在于 `-进上同调中。因此，由 WQ 导出的

Hn(X,Qℓ) = Hn(X(C),Q)⊗Qℓ

上的滤过 Wℓ，在删去 S 中特征为 ` 的闭子集后，可以延拓到 S：128若 a : XS → S，
则 Rna∗Qℓ 有滤过 Wℓ，其在 C 上的纤维就是上述滤过。这里使用的是与上述截断单
纯对象相联系的谱序列；参见 [MO15] §4.1.2。129 缩小 S 后，可设 Xi, X i 在 C 上满足
的条件对 i ≤ n + 1 仍在 S 上成立，例如：X iS 在 S 上真且光滑，X iS −XiS 是相对
正规交叉除子；还可设

XiS −→
(
cosqi−1 sqi−1(XS)∗

)
i

的满射性与真性保持，并且 Wℓ 作为该谱序列的收敛滤过的形成与任意基变换交换。
利用 Weil 猜想可见：对 S 的每个闭点 s，Wℓ 在

Hn(Xs,Qℓ)

上诱导的，正是按 Frobenius 特征值的复绝对值算术定义的 `-进权滤过。下面给出一
个应用。

命题 6.2.3. 设 f : X → Y 是 C 上有限型概形之间的分离态射。假设 Rnf∗Q 局部
常值，并且对每个 y ∈ Y (C)，130都有

(Rnf∗Q)y
∼−−→ Hn(Xy,Q).

127据勘误第 86 条修正。
128据勘误第 87 条修正。
129据勘误第 88 条修正。
130据勘误第 89 条修正。
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则各 Hn(Xy,Q) 的权滤过，在局部系统 Rnf∗Q 上组成一个局部常值滤过。

只须在张量 Qℓ 后证明。此时可由 [1] 3.4.1 推出：若 F0 是有限域上有限型概形 Y0
上的光滑局部常值混合 Qℓ-层，则 F0 有一个由光滑子层组成的权滤过，其逐次商逐点
纯，权为相应指标。

6.2.3 的困难在于：用于计算纤维 Xy = f−1(y) 上同调权滤过的紧化单纯概形，未
必能随 y 一致选取。不过，只考虑截断单纯概形时，可取 Y 的分层，使在每个片层上
都能作一致构造：存在一个增广到 XT 的截断紧化单纯概形

X∗T ↪−→ X∗T ,

满足上面对 (Xy)∗ 所要求条件的相对版本。
把 f : X → Y 下降为

fS : XS −→ YS, S = Spec(A),

则“Rnf∗Qℓ 与取纤维交换”的假设在缩小 S 后传给 fS。事实上，可取 YS 的分层 TS，
使每个片层 Y ′

S 上的限制 f ′
S : X ′

S → Y ′
S 满足：Rf ′

S∗Qℓ 的形成与任意基变换交换。此
时，fS 所需的性质等价于：对每个片层 Y ′

S，笛卡尔图

X ′
S XS

Y ′
S YS

f ′S fS

u

给出同构
u∗RnfS∗Qℓ

∼−−→ Rnf ′
S∗Qℓ.

因为此态射在 C 上是同构，缩小 S 后，它就在 S 的某个非空开集上是同构。
综合以上论证，可取 Y 的分层 T，使下降到适当 S 后，对每个片层 Y ′

S，限制

f ′
S : X ′

S −→ Y ′
S

满足：

(a) Rnf ′
S∗Qℓ 与取纤维交换；

(b) Rnf ′
S∗Qℓ 是光滑层，并有由光滑子层组成的权滤过 W。对每个 y ∈ Y ′(C)，W 在

Hn(Xy,Q) ⊗ Qℓ 上诱导原有的权滤过。在 S 的每个闭点上方，它诱导 `-进权滤
过。

最后，只须注意：适当选择 S 后，6.1.10 的等价具有如下性质。若 Y 上的光滑层
F 在分层 T 的各片层上带有滤过 WT，而 F,WT 分别对应于 F ′,W ′

T，则诸 WT 能粘
成由光滑子层组成的 F 的滤过，当且仅当诸 W ′

T 能这样粘成 F ′ 的滤过。这里“能粘
合”等价于粘合箭头保持 W；光滑性则见 6.1.10。

注记. 除上述算术证明外，我们不知道 6.2.3 的其他证明。
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6 从 F 到 C

6.2.4
设 X 是 C 上的有限型分离概形131，F 是 X(C) 上复向量空间的简单崴层。若二

元组 (X,F ) 属于满足下列条件、并在同构下稳定的最小一类二元组132，就称 F 是几
何来源的：

(a) 该类包含二元组 (SpecC,C)，其中第二项是一点上的常值层；

(b) 对概形态射 f，若
T = Rf∗, Rf!, Rf ∗, Rf !,

则可取 pH iT 的简单组成因子；

(c) 可取
pH i(A

L
⊗ B) 或 pH iRHom(A,B)

的简单组成因子。

由所有满足“ pH i(K) 的简单子商均为几何来源”的 K 所成的

Db
c(X,C)

的全子范畴，对
f∗, f!, f ∗, f !, ⊗, RHom

稳定。消失圈构造也保持几何来源。
特别地，这一子范畴对中间扩张与对偶稳定。133

若 X(C) 上的崴层 F 是几何来源的简单崴层的直和，就称它为几何来源的半单崴
层。若

K ∈ Db
c(X(C),C)

同构于 ⊕
i

pH i(K)[−i],

且各 pH iK 都是几何来源的半单崴层，就称 K 为几何来源的半单复形。
例如，若 j : U ↪→ X 是 Zariski 开浸入，U 光滑连通、维数为 d，而 U 上的局部

系统 L 的单值表示之像有限，则
j!∗L[d]

是几何来源的半单崴层。事实上，L是某个有限覆盖 π : X̃ → X 的 π∗C的直和项134135，
而 X̃ 上的常值层 C 是一点上常值层 C 的逆像。

定理（分解定理）6.2.5. 设 f : X → Y 为真态射。若 X(C) 上的 K 是几何来源的
半单复形，则 Y (C) 上的 Rf∗K 也是几何来源的半单复形。

131据勘误第 90 条修正。
132据勘误第 91 条修正。
133据勘误第 92 条修正。
134据勘误第 93 条修正。
135译者注：原文此处写作 X，但 L 定义在 U 上。论证应先在 U 上取有限覆盖 πU : Ũ → U，使 L 为 (πU )∗C
的直和项，再利用中间扩张保持几何来源。
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有限域上的精确版本如下：若 f : X0 → Y0 为真态射，K ∈ Db
c(X0,Qℓ) 是纯崴层，

则 Rf∗K 是有限多个纯崴层之平移的直和。应注意，5.4.5 的分解断言对 Y0 上的一般
对象并不成立。该结论可经射影情形、Lefschetz 困难定理和导出分解归约证明；文献
中可参见 [dC15, Prop. 2.1.1] 与 [SZ16, Cor. 3.2.5]。136

6.2.5 等价于如下变体：先把系数域 C 换成与之同构的 Qℓ，再把经典拓扑换成平
展拓扑。

引理 6.2.6. 设 F 是几何来源的简单 Qℓ-崴层。充分增大

S = Spec(A)

后，6.1.10 中的每个等价

Db
T,L(X,Qℓ)←→ Db

T,L(Xs,Qℓ)

都把 F 变为 Xs 上满足下列条件的简单 Qℓ-崴层 Fs：

(P) Xs 由某个 X0/Fq 扩张标量得到，Fs 由 X0 上的纯崴层 F0 扩张标量得到。

Fs 是简单崴层这一点来自 6.1.10。因为“几何来源”的定义是归纳的，只须证明
(P) 在该定义所用的运算下稳定；这些运算都与上述等价交换。具体说：

(a) 一点上的 Qℓ 满足 (P)；

(b) 6.2.4 中的 pH iT 把满足 (P) 的 Fs 变成由混合崴层 G0 得到的 Gs；G0 的简单组
成因子是纯的（5.3.4），而由 6.1.9、6.1.10，Gs 的简单组成因子满足 (P)；

(c) 对
L
⊗ 与 RHom 同理。137

6.2.7
证明 6.2.5。只须处理 K 是崴层 F 的情形。138应用 6.2.6，得到满足 (P)的 Fs。再

应用 5.4.5 与 5.3.8，可知
Rf∗Fs

是其诸 pH i[−i]的直和，且这些崴上同调层均半单。由 6.1.10，同样的性质对 Rf∗F 成
立；这就证明了 6.2.5。

推论（整体不变圈定理）6.2.8. 设 f : X → Y 是 C 上有限型概形之间的真态射，
K ∈ Db

c(X,C)。设 V 是 Y 的一个 Zariski 开集，使 H if∗K 在 V 上局部常值。若 K

是几何来源的半单复形，则有满射

H i(X,K) ↠ H0(V,H if∗K). (6.2.8.1)

136据勘误第 94 条修正。
137据勘误第 95 条修正。
138译者注：应用 6.2.6 前，还可利用半单性把 F 分解为几何来源的简单崴层，并逐个处理其直和项。
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特别地，若 V 连通且 y ∈ V (C)，139则 π1(V, y) 作用于

(H if∗K)y = H i(Xy, K), Xy = f−1(y),

而 (6.2.8.1) 可写成
H i(X,K) ↠ H i(Xy, K)π1(V,y). (6.2.8.2)

推论（局部不变圈定理）6.2.9. 设 f : X → Y 为真态射，K ∈ Db
c(X,C)，且 y ∈ Y (C)。

140 设 V 是 Y 的一个 Zariski 开集，使 H if∗K 在 V 上局部常值。对以 y 为中心的充
分小球 B，若 j : B ∩ V ↪→ B 是浸入，则

H0(B ∩ V,H if∗K) = (j∗j
∗H if∗K)y,

并且
H0(B,H if∗K)

∼−−→ (H if∗K)y = H i(Xy, K).

若 K 是几何来源的半单复形，则有满射

H i(Xy, K) ↠ H0(B ∩ V,H if∗K). (6.2.9.1)

若再假设 B ∩ V 连通并取 z ∈ B ∩ V，则这又可写成

H i(Xy, K) ↠ H i(Xz, K)π1(B∩V,z). (6.2.9.2)

6.2.9中，所述小球 B 的存在性是已知的。这里使用小球只是为了叙述方便；也可
以取其他构成基本邻域系的邻域，例如由三角剖分定义的邻域。考虑到 6.2.5，证明与
5.4.7–5.4.9 完全相同。

定理（相对 Lefschetz 困难定理）6.2.10. 设 f : X → Y 为射影态射，` 是一个相
对丰沛可逆层的第一 Chern 类，F 是 X 上几何来源的半单崴层。则对每个 i ≥ 0，

`i : pH−if∗F
∼−−→ pH if∗F (i).

该结论由 6.2.6与 5.4.10推出。取 Y 为一点，便得到相交上同调中的 Lefschetz困
难定理这一重要特例。

注记 6.2.11. 我们希望能在上述命题中，把“几何来源的”换成“形如

j!∗L[d]

的”，其中 j 是维数为 d的光滑连通簇 Y 的浸入，而局部系统 L是一个可极化 Hodge结
构变分（polarizable variation of Hodge structures；法：variation de structures de Hodge
polarisable）的底层局部系统。还希望能把代数簇换成紧 Kähler 簇。

139据勘误第 96 条修正。
140据勘误第 97 条修正。
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此后已有显著进展：M. Saito建立了混合Hodge模理论 [Sai88, Sai90]；T. Mochizuki
[Moc15] 与 C. Sabbah [Sab13] 则给出了相应方向的进一步结果。141

若 f 是紧 Kähler 簇之间的态射，我们既不知道怎样证明

Rf∗C

是其诸 pH iRf∗C[−i] 的直和，也不知道怎样证明诸崴层 pH iRf∗C 半单；同样不知道
6.2.10 对

Rf∗
(
C[dimX]

)
的类似命题。

141据勘误第 98 条修正。
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请注意：若干正负号约定与最初的油印讲义有所不同。

缩写
SGA : Séminaire de géométrie algébrique du Bois-Marie, paru, sauf SGA2, aux Lecture

Notes in Mathematics.
142据勘误第 99 条修正。
143据勘误第 100 条修正。
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符号索引

下表依原书“Index des notations”重排，并采用本译稿的现代范畴记号。页码均
可点击，指向符号在正文中的主要定义或首次系统使用处。

符号 含义 原书条目 页码

D 三角范畴，通常配有心为 C 的 t-结构 1.3.1 22
D≥a, D≤b t-结构的两个截断半范畴 1.3.1 22
D[a,b] = D≥a∩D≤b 上同调振幅落在 [a, b] 的对象 1.3.12 28
Db 关于给定 t-结构有界的对象所成范畴 1.3.12 28
DFD(A),
DFDb(A)

分次对象分别属于 D、Db 的有限滤
过复形所成范畴

3.1.5 78

D(X,O) X 上左 O-模层的导出范畴 1.4.1 38
DS(X,O) 对分层 S 可构造的导出范畴 2.1.13 58
Dc(X,O) 可构造导出范畴 2.1.13 58
DS,L(X,O) 上同调层沿 S 局部常值且茎属 L 的

子范畴
2.1.10 57

DF (A), DF 2(A) 单滤过与双滤过导出范畴 3.1.1 75
Db
c(X,Qℓ) 有界可构造 `-进导出范畴 2.2.17 71

p 崴度；作左上标时表示相应 t-结构的
截断或上同调函子

2.1.1 53

p∗ 与 p 对偶的崴度 2.1.16 60
pS 分层 S 上的崴度函数 2.2.1 63
pτ, pH i 相对于崴 t-结构的截断函子与上同调

函子
1.3.17 31

τ≥a, τ≤b 一般 t-结构的截断函子 1.3.3 23
τ[a,b] 区间截断函子 1.3.5 24
F τ, Uτ 粘合情形中闭部与开部的截断函子 1.4.13 45
D Verdier 对偶函子 1.4.14 47
F [n] 滤过 F 的平移 3.1.8 80
G 从滤过导出范畴到复形范畴的函子 3.1.7 79
H◦ 与 t-结构相伴的次数零上同调函子 1.3.6 25
Homα 沿覆盖筛 α 局部化的态射集 3.2.5 89
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符号 含义 原书条目 页码

j!∗ 中间扩张函子 1.4.14.1、
1.4.22、
2.1.7

47、
50、
55

M(X,O) X 上左 O-模层的阿贝尔范畴 1.4.1 38
n, n∗, n+ 整系数下的自然 t-结构、其对偶及挠

理论给出的 t-结构
3.3.1、
3.3.2

102

real 从心的有界导出范畴到原三角范畴的
实现函子

3.1.9、
3.1.10

82

totA 双复形或多复形 A 的总复形 3.2.7 90
δ(F,G) 两个滤过 F,G 所定义的对角滤过 3.1.2 75
∆, ∆+ 单纯范畴及增广单纯范畴 3.2.6 90
⊠ 外张量积 4.2.7 115
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附录

本附录分别给出邻近圈、消失圈函子和 Fourier变换函子之 t-正合性的短证；前者
由 V. Drinfeld给出，后者由 D. Gaitsgory给出。原始证明分别归于 Gabber（见 [Ill94]，
§§4.5–4.6）和 Katz–Laumon（见 [KL85]，§2.1.3；[Lau87]，§1.3.2.3）。

以下 ` 为素数，Λ ⊃ Z/`n 为有限交换系数环，所论概形均定义在 Z[1/`] 上。

A
设 S 是严格 Hensel 踪，f : X → S 是有限型 S-概形。记 s, η 分别为 S 的闭点和

泛点，
i : Xs ↪→ X, j : Xη ↪→ X

为闭纤维和泛纤维的嵌入。取 η 上的可分代数几何点 η̄/η，置

G := Gal(η̄/η), ρ : Xη̄ −→ Xη.

对 F ∈ Db
c(Xη,Λ)，邻近圈复形为

ψ(F ) := i∗j∗ρ∗ρ
∗F ;

对 G0 ∈ Db
c(X,Λ)，消失圈复形记为 φ(G0)（见 SGA 7 XIII）。存在典范好三角

i∗G0 −→ ψ(j∗G0) −→ φ(G0) −→,

且由 SGA 41
2
《有限性定理》定理 3.2，

ψ(F ), φ(G0) ∈ Db
c(Xs,Λ).

复形 ψ(F )、φ(G0) 自然带有 G-等变结构。换言之，它们是 D(Xs × BG,Λ) 中
的对象经遗忘等变结构函子所得；这里仍以同一符号表示这些对象，而遗忘函子是由
Xs → Xs × BG 的逆像给出的。Xs × BG 是 Xs 上带 G 的连续作用的平展层所成的
拓扑斯。144 它是各 Xs × BGα 的投射 2-极限，其中 Gα 遍历 G 的有限离散商。包含
ψ(F ) 与 φ(G0) 的有界可构造等变复形全子范畴

Db
c(Xs × BG,Λ)

144准确地说，SGA 7 XIII，§2.1 的邻近圈函子为 RΨη : D+(Xη,Λ) → D+(Xs ×s η,Λ)；在这里严格 Hensel 的
情形下，Xs ×s η = Xs ×BG。
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则是诸 Db
c(Xs×BGα,Λ)的归纳 2-极限；因而其中任一对象对应的 G-作用都在某个开

子群上平凡。
再假设 S 本质上为域 k 上的有限型概形，即它是某个有限型 k-概形的严格局部

化。我们在 Db
c(X,Λ) 等范畴上采用由有限型 k-概形情形取极限所得的 t-结构 [p1/2]；

也就是说，它是 [Gab04] 中崴度函数

x 7−→ − trdeg(k(x)/k)

所定义的 t-结构在 Db
c 上的限制。由此在 Db

c(Xs ×BG,Λ) 上得到一个 t-结构，其心是
相应各心的归纳 2-极限（可用局部化确定，见 3.2）。因此，这个心就是带 G-作用、且
该作用在某个开子群上平凡的 Xs 上崴层范畴。
以下 RΓ(G,−) 表示

X × BG −→ X, Xs × BG −→ Xs

的全直像。群 G 是 Zℓ(1) 被一个阶与 ` 互素的投射有限群 Q 扩张所得的群145。若 γ

生成 G/Q，则在等变复形上，

RΓ(G,−) : D+(Xs × BG,Λ) −→ D+(Xs,Λ)

由
K 7−→ Cone

(
KQ ,1−γ,−−−→ KQ

)
[−1]

表示，并把 Db
c 映入 Db

c。对 K ∈ Perv(Xs × BG,Λ)，置

H i(G,K) := pH iRΓ(G,K) ∈ Perv(Xs,Λ).

于是

H0(G,K) = KG, H1(G,K) = KG(−1), H i(G,K) = 0 (i 6= 0, 1).

命题.

(i) 若 F 是崴层，则 ψ(F )[−1] 是崴层；

(ii) 若 G0 是崴层，则 φ(G0)[−1] 是崴层。

证明. (i) 可设 ψ(F ) 6= 0。记其崴上同调振幅为 [a, b]，即

pH iψ(F ) = 0 (i /∈ [a, b]), pHaψ(F ), pHbψ(F ) 6= 0.

须证 a = b = −1。
由有限离散商的相应事实取极限，得到同构

F
∼−→ RΓ(G, ρ∗ρ

∗F ),

145译者注：即 Q 是一个每个有限连续商的阶均与 ` 互素的投射有限群。
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从而
i∗j∗F = RΓ

(
G,ψ(F )

)
.

ψ(F ) 的崴典范滤过给出收敛到 pHa+bi∗j∗F 的谱序列，其第一项为

Ea,b
1 = H2a+b

(
G, pH−aψ(F )

)
.

由于 H i(G,−) 只可能在 i = 0, 1 时非零，该谱序列在 E1 退化；i∗j∗F 的崴上同调振幅
包含于 [a, b+ 1]，并且

pHai∗j∗F =
(
pHaψ(F )

)G
, pHb+1i∗j∗F =

(
pHbψ(F )

)
G
(−1). (∗)

因此，只要 G 在 pHaψ(F ) 与 pHbψ(F ) 上作用平凡，i∗j∗F 的崴上同调振幅便恰为
[a, b+ 1]。
因 j 仿射，j!F 与 j∗F 都是崴层，故

i∗j∗F = i∗ Cone(j!F −→ j∗F )

的崴上同调振幅包含于 [−1, 0]。结合上式，在 G 对 ψ(F ) 作用平凡时即得所求。
一般情形可经基变换归约到上述情形。设 G 在 ψ(F ) 上的作用在开子群 G′ ⊂ G

上平凡。令 S ′/S 为 S 在 η′ := η̄/G′ 中的整闭包；S ′ 的剩余域可能是 S 的剩余域的非
平凡纯不可分扩张。把 X/S 换成

X ′/S ′ := X ×S S ′/S ′,

并把 F 换成它在 Xη′ 上的逆像 F ′。直接检验可知，ψ(F ) 的逆像同构于 ψ(F ′)，而 G′

在后者上的作用平凡，故结论成立。
(ii) 通过剥离，只须处理 G0 不可约的情形。若 G0 支撑在 Xs 上，结论显然；否

则可设
G0 = j!∗F, F := j∗G0,

即 G0 是崴层态射 j!F → j∗F 的像。于是

i∗i
∗G0[−1] = Cone(j!F −→ G0)[−1]

是崴层，而
Cone(G0 −→ j∗F ) = Cone(i∗i∗G0 −→ i∗i

∗j∗F )

也是崴层。因此，态射 i∗G0 → i∗j∗F 可等同于崴截断态射(
pH−1i∗j∗F

)
[1] −→ i∗j∗F.

由 (i) 与 (∗)，
φ(G0)[−1] = Cone

(
pH−1i∗j∗F −→ pH−1ψ(F )

)
= Cone

(
(pH−1ψ(F ))G −→ pH−1ψ(F )

)
.

末一箭头是崴层间显然的嵌入，故

φ(G0)[−1] =
pH−1ψ(F )

(pH−1ψ(F ))G

是崴层。 □
注记.
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(i) 上述论证事实上适用于任意严格 Hensel踪 S。此时须在 Db
c(X,Λ)上采用与维数

函数

δX(x) = trdeg
(
k(x)/k(f(x))

)
+ δS(f(x)), δS(s) = 0, δS(η) = 1

对应的崴 t-结构 [p1/2]；146 此时 j!、j∗ 均 t-正合。更一般地，若 Noether 概形 X

带有平展维数函数，并且 X 拟优，或为某个维数不超过 1 的 Noether 概形上的
有限型概形，则可在 Db

c(X,Λ) 上定义崴 t-结构 [p1/2]；对仿射开嵌入，j!、j∗ 均
t-正合。这是 Gabber 的定理，见 [Ill03]，§2.4；[PS14]，§1.1.2。

(ii) 从挠系数情形可以推出 Zℓ 系数下 ψ[−1]、φ[−1]（以及 j!、j∗）对 [p1/2]和 [p1+/2]

都 t-正合，继而推出 Qℓ 系数情形。对 [p1/2]，所需一般事实如下：

(a) 适当概形 X 上的 Zℓ-崴层范畴是 Noether 的，故每个崴层都是一个无挠崴
层被某个 `n 零化的崴层扩张所得；

(b) K ∈ Db
c(X,Zℓ) 是无挠崴层，当且仅当 K ⊗ Z/` ∈ Db

c(X,Z/`) 是崴层；

(c) 函子
Db
c(X,Z/`n) −→ Db

c(X,Zℓ)

（把 Z/`n-层看成 Zℓ-层；可采用 [BS15]、[Eke90]或 [GL17]的形式体系）给
出范畴等价

Perv(X,Z/`n) ∼−→ Perv(X,Zℓ)被ℓn 零化.

(iii) 对 G 的每个有限离散商 Gα，考虑 Gα-覆盖

ρα : Xηα −→ Xη, ηα := η̄/ ker(G→ Gα).

诸 Gα-等变复形
ψα(F ) = i∗j∗ρα∗ρ

∗
αF

定义 Db
c(Xs×BG,Λ) 的一个 ind-对象。该 ind-对象本质恒定，其值为 ψ(F )（按

SGA 4 I，§8.4.4 的意义）。特别地，当 α 充分大时，ψ(F ) 自然是 ψα(F ) 的直和
因子。

B
设基域 k 含有限域 Fq，S 是有限型 k-概形，E/S 是秩为 n 的向量丛，E∨ 是其对

偶。记
p∨, p : E∨ ×S E −→ E∨, E

为投影，
〈 , 〉 : E∨ ×S E −→ A1

k

146这一 t-结构是 [Gab04] 中由崴度函数 −δX 定义的 t-结构在 Db
c 上的限制。若 S 是正规有限型 k-概形在某个

不可约除子 Y 的泛点处的严格局部化，则它与前文采用的 t-结构相差 dimY 次平移。
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为配对。取加性特征 ψ : Fq → Λ×，要求它在 Λ 的每个连通分支（或剩余域）上都非
平凡；记 Lψ 为 A1

k 上相应的 Artin–Schreier 层。Fourier 变换

Fψ : Db
c(E,Λ) −→ Db

c(E
∨,Λ)

定义为
Fψ(F ) := p∨!

(
〈 , 〉∗Lψ ⊗ p∗F

)
[n].

命题. Fψ 是 t-正合的范畴等价。

证明. 我们证明 Fψ 是范畴等价，且它和它的逆函子均左 t-正合；由于 Fψ 是其逆函
子的左伴随，这也推出它右 t-正合。
Fψ 是下列函子的复合：

p∗[n], 〈 , 〉∗Lψ ⊗−, p∨!

其中前两个函子 t-正合，末一函子由 Artin定理左 t-正合；故 Fψ 左 t-正合。其余断言
归结为下列熟知引理（见 [Lau87]，§1.2.2.1）。 □

考虑 Fourier 变换
Fψ−1 : Db

c(E
∨,Λ) −→ Db

c(E,Λ).

引理. 存在自然同构
Fψ−1Fψ(F )

∼−→ F (−n).

证明. 两个 Fourier 变换分别由核

〈 , 〉∗Lψ[n] ∈ Db
c(E

∨ ×S E,Λ), 〈 , 〉∗Lψ−1 [n] ∈ Db
c(E ×S E∨,Λ)

定义，故复合 Fψ−1Fψ 由复合核

K ∈ Db
c(E ×S E,Λ)

定义。147 须给出自然等同
K

∼−→ ∆∗ΛE(−n),

其中 ∆ : E ↪→ E ×S E 是对角嵌入。
K 在对角线外消失。事实上，对几何点 s ∈ S 和 (e, e′) ∈ Es ×Es，由基变换，纤

维 K(e,e′) 等于
RΓc

(
E∨
s , 〈e− e′,−〉∗Lψ

)
[2n].

若 e 6= e′，它又等于

RΓc
(
E∨
s , 〈e− e′,−〉!Lψ

)
(1)[2] = RΓc

(
A1
s,Lψ ⊗ 〈e− e′,−〉!ΛE∨

s

)
(1− n)[2],

147若X,Y 是分离有限型 S-概形，则Db
c(Y ×SX,Λ)中任一有限 Tor维对象K 都定义函子Db

c(X,Λ) → Db
c(Y,Λ)，

F 7→ K(F ) := prY !(K ⊗ pr∗X F )，称为由核 K 定义的函子。若 L ∈ Db
c(Z ×S Y,Λ) 是另一核，则复合函子由复合

核 L ∗K := pZX!(p
∗
ZY L⊗ p∗Y XK) ∈ Db

c(Z ×S X) 定义；这里 pY X : Z ×S Y ×S X → Y ×S X 等为投影。这是分
析中核的复合在层论中的对应物。
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而 〈e− e′,−〉!ΛE∨
s
是常层，故该式为零。再由基变换，

∆∗K = p!ΛE×SE∨ [2n] = p!p
!ΛE(−n) = ΛE(−n).

结论得证。 □

注记. 结论在 `-进形式体系中仍成立：系数可取 OE 或 E，其中 E/Qℓ 是含 µp 的有
限扩张，p = char k。可重复上述论证，或用 A 部分注记 (ii)。在混合 Qℓ 情形，Fψ 使
权增加 n：事实上，若崴层 F 纯权 w，则由 Weil II，Fψ(F ) 的权不超过 n+w；再由
引理可知它恰为 n+ w。
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勘误与补遗

以下页码均指原书页脚所印页码。

1. 第 7 页（本译本为 1页）倒数第 15 行：“normal（即各链环连通）” 应改为“余
维不小于 2 的单形之链环连通”。

2. 第 8 页（本译本为 2页）第 6 行：en terme 应为 en termes。

3. 第 10 页（本译本为 3页）第 18 行：崴层的另一来源是 D-模理论。由 [Kas75]
可知，复流形上和乐模的平移解复形与平移 de Rham 复形均为崴层（这里采用
[KS90] 定义 10.3.1 的意义），且二者互为对偶。

4. 第 19–20 页（本译本为 11页），1.1.4：

倒数第 5、4 行：将 foncteurs contravariants exacts à gauche 改为 foncteurs
additifs contravariants exacts à gauche。

关于正合范畴的讨论尚可作若干补充；特别是第 20页第 4–5行的条件 (b)表述
不当，Gabber 给出了如下反例。令 A 为挠部分被 2 零化的有限生成交换群所
成的范畴（即形如 Zn ⊕ (Z/2)m 的群），并约定序列

(∗) 0 −→M
i−→ N

j−→ P −→ 0

属于 E，当且仅当它在交换群范畴中正合。于是可容许满态射恰为满同态，它
们给出一个 Grothendieck 预拓扑，且 (b) 成立；但 A 并非正合范畴，因为两个
可容许单态射的复合

Z 2−→ Z 2−→ Z

不是可容许单态射。因此 Gabber建议改为假设 (A, E)∼ 是阿贝尔范畴、A 7→ hA
有定义（即对每个正合序列 (∗)，j 是 i的余核），并再要求 A 7→ hA 的本质像对
扩张封闭。还须注意：(a)中的 F 应为加性函子；“F (A)对扩张封闭”一语应指
其本质像；(b)中 A 7→ hA 全忠实只是 Yoneda引理，但仍须要求 hA ∈ (A, E)∼。

要使 (A, E)∼ 成为阿贝尔范畴，只需假设：对 E 中每个序列 (∗)，i是 j 的核（于
是 F ∈ (A, E)∼ 的条件变为：对每个 (∗) ∈ E，映射

F (P )
∼−→ ker

(
F (N) ⇒ F (N ×P N)

)
为同构）；并且对每个可容许满态射 N → P 及态射 Q → P，纤维积 N ×P Q
可表示，而 N ×P Q→ Q 同构于一个可容许满态射。
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Quillen 所断言的嵌入 A ↪→ (A, E)∼ 见 [Lau83] 的证明。此外还有通常的大小
问题：若以集合与类为范畴论基础，而 A 不是小范畴，便不能构造函子范畴
Aop → (Ab)。

5. 第 23 页（本译本为 16页）倒数第 1 行：TR, 2 应为 TR, 3。

6. 第 27 页（本译本为 21页）倒数第 2 行：断言“反之⋯⋯”还需假设 0 ∈ C；更
准确地说，C 中含有某个零对象。反例：取 D = Db(k)（k 为域），而 C 为非零
向量空间所成的范畴。

7. 第 31 页（本译本为 25页）顶部图下第 3 行：τ≤a 应为 τ≥a。

8. 第 31 页（本译本为 25页）倒数第 11 行：1.3.2 应为 1.3.2 (i)。

9. 第 32 页（本译本为 26页）倒数第 7 行：在 (U,Z . . .) 中的 Z 后补逗号。

10. 第 33 页（本译本为 27页）第 14 行：a 应为 à。

11. 第 34 页（本译本为 28页）第 13–16 行：若 I 是空区间（Bourbaki 允许这种情
形），原定义会使 Db,I 成为空子范畴；更自然的约定是令它为零对象所成的范
畴。于是对任意 I 都有

Db,I = {A ∈ Db | HjA = 0，若j /∈ I}.

12. 第 35 页（本译本为 30页）倒数第 5、4 行：将 coreprésente 改为 représente。

13. 第 37 页（本译本为 32页）第 8 行末：T1 改为 pT1。

14. 第 37 页（本译本为 32页）倒数第 13 行：τ≤0T
∗B 应为 τ≥0T

∗B。

15. 第 40 页（本译本为 37页）倒数第 3 行：删去 “i.e.” 前的 i。

16. 第 42 页（本译本为 38页）第 1、2 行：将Walbroeck 改为Waelbroeck [Wae72]。

17. 第 44 页（本译本为 40页）1.4.3 第 3 行：j∗ 改为 j∗。

18. 第 44 页（本译本为 40页）(1.4.3.2) 第 2 行：j∗ 改为 j∗。

19. 第 45 页（本译本为 40页）第 7 行：j∗ 应为 j∗。

20. 第 46 页（本译本为 41页）第 9 行：an 改为 en。

21. 第 53 页（本译本为 50页）(1.4.21.3) 上方第 2 行：删去 T。

22. 第 54 页（本译本为 51页）倒数第 4 行：i∗H0i∗B 应为 i∗H
0i∗j∗B。

23. 第 57 页（本译本为 55页）倒数第 1 行：H i, pτ≤0K 应为 H i, pτ≥0K。
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24. 第 60 页（本译本为 58页）第 20、21 行：“有限维 R-向量空间的局部常值层”
略有滥用；准确地说，应为“茎均有限维的局部常值层”。

25. 第 67 页（本译本为 64页）命题 2.2.2 (i)：应为 pD≥0
c ，上标是小写 p，不是大写

P。

26. 第 68 页（本译本为 65页）第 7 行：on 应为 on a。

27. 第 68 页（本译本为 65页）第 10 行：中间的 A 应为 i∗j∗A。

28. 第 69 页（本译本为 68页）2.2.9：“在 X 上我们只考虑平展拓扑”是一种简略
说法；层是相对于平展拓扑而言的，而局部闭子集仍指 Zariski 拓扑下的局部闭
子集。另将 premier à 改为 différent de。

29. 第 70 页（本译本为 69页）倒数第 3 行：特别地，与分层空间的情形（第 63 页）
相同，有自对偶崴度函数

p1/2 : S −→ Z, S 7−→ − dimS.

30. 第 71 页（本译本为 69页）第 2 行：这一表述可将由崴度函数构造 t-结构的方
法推广到不要求可构造性、也不使用分层的情形；见 [Gab04]。

31. 第 71 页（本译本为 69页）第 4 行：< 应为 >。

32. 第 71 页（本译本为 69页）第 5 行：> 应为 <。

33. 第 73 页（本译本为 71页）第 3 行：应为 D̂b
c，原文漏掉上标 b。

34. 第 73 页（本译本为 71页）第 7 行：应为 lim←−
1 Hom−1(Kn, Ln)，原文漏掉上标

−1。

35. 第 79 页（本译本为 79页）3.1.5：最好假设 D 是严格全子范畴；否则，3.1.5 第
6 行的条件应改为 GriF K 属于 D 的饱和。

36. 第 80 页（本译本为 81页）倒数第 2 行：(−i)i 应为 (−1)i。

37. 第 86 页（本译本为 89页）倒数第 9 行：定理 3.2.4 说明，对偶化对象在各种语
境（如凝聚层情形）下都具有局部性。

38. 第 86 页（本译本为 89页）倒数第 5 行：“唯一”应改为“在唯一同构意义下唯
一”。

39. 第 88 页（本译本为 90页）第 10 行：Bm 应为 Bm。

40. 第 97 页（本译本为 100页）命题 3.2.20 证明第 2、11 行：记号 pD+,≤0 最好像
§2.1 那样在 + 后加逗号。同样的修改也适用于引理 3.2.21 及其证明。
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41. 第 98 页（本译本为 101页）第 10 行：应为 pD+,≤0(X,O)、pD>0(X,O)，补上
左上标 p。

42. 第 99 页（本译本为 102页）第 6 行：RHom 应为内部 Hom，即 RHom。

43. 第 99 页（本译本为 103页）倒数第 13 行：“挠”的定义不准确。应要求局部存
在 n 6= 0，使乘以 n 的自同态为零。若再假设每个片层中只有有限多个连通分
支，则无需“局部”二字。

44. 第 100 页（本译本为 104页）第 12 行：关于 `-进形式体系，可参见 [Eke90]、
[BS15]；采用 ∞-范畴的较新论述见 [GL17, chap. II]。

45. 第 101 页（本译本为 105页）第 5 行：(2.2.12) 应为 (2.2.18)。

46. 第 101 页（本译本为 105页）第 8 行：2.2.12 应为 2.2.14。

47. 第 101 页（本译本为 105页）第 15 行：原文说只考虑系数 Qℓ，但多处（4.1.13、
4.3.1、4.3.2、4.3.3 以及 (4.2.5.1) 上一行）实际使用的是 Qℓ 系数。

48. 第 101 页（本译本为 105页）倒数第 8 行：[p1/2+] 应为 [p+1/2]。

49. 第 101 页（本译本为 105页）倒数第 6 行：[p1/2+] 应为 [p+1/2]
−。

50. 第 102页（本译本为 106页）第 1行：“参见 2.2.11”应为“参见 2.2.11与 2.2.12”。

51. 第 103 页（本译本为 107页）倒数第 13 行：(4.1.7) 改为 (4.1.1)。

52. 第 114 页（本译本为 118页）倒数第 15 行：应为 pD≤0
c ，而不是 pD<0

c 。

53. 第 119 页（本译本为 123页）第 4 行：p̃r 应为 p̃r∗。

54. 第 120 页（本译本为 124页）推论 4.5.2 的证明：句末漏了句号。

55. 第 120 页（本译本为 124页）推论 4.5.4 第 2 行：应为 Qℓ，不是 Qℓ。

56. 第 120页（本译本为 125页）推论 4.5.5：应假设 x是闭点；否则无法找到第 121
页开头两行所用的 f。

57. 第 122 页（本译本为 127页）第 3 行说“我们只考虑有限型分离概形”，但 5.4.8
中还会考虑严格 Hensel 化。

58. 第 123 页（本译本为 128页）公式 (5.1.2.2)：RΓ ·Ra∗ 应为 RΓRa∗。

59. 第 123页（本译本为 129页）倒数第 6行：Z的投射有限完备化通常记作 Ẑ，不
记作 Z̃。

60. 第 125 页（本译本为 130页）引理 5.1.3 (c)：漏写条件 F ∈ P (Y0)。
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61. 第 125 页（本译本为 130页）引理 5.1.3 与注记 5.1.4：最好假设 P (Y0) 是严格
全子范畴。

62. 第 128 页（本译本为 134页）5.1.13 第 4 行：Db
≤w, D

b
≤w′ 应为 Db

≤w ×Db
≤w′。

63. 第 128 页（本译本为 134页）倒数第 5 行：“由 (i) 可知”应为“由 (i)、(ii) 可
知”。

64. 第 131 页（本译本为 137页）倒数第 5 行：Ww−1 应为 Ww−1。

65. 第 131 页（本译本为 137页）倒数第 4 行：U(X) 应为 U → X。

66. 第 132 页（本译本为 138页）第 5 行：pϕ∗|F0 应为 pϕ∗F0。

67. 第 133 页（本译本为 139页）第一个图：p̃r 应为 pr。

68. 第 133 页（本译本为 139页）第一个图下第 3 行：H0 ∼ An−1
0 应为 H0 = An−1

0 。

69. 第 134 页（本译本为 140页）第 3 行：(1.3.17 (iii) 应为 (1.3.17 (iii))。

70. 第 136 页（本译本为 141页）图下第 4 行：V0 应为 v0。

71. 第 136 页（本译本为 142页）倒数第 10 行：(5.1.8) 应为 (5.1.8))。

72. 第 141 页（本译本为 146页）第 12 行：Pτ>n 应为 pτ>n。

73. 第 142 页（本译本为 148页）倒数第 12 行：5.3.7 应为 5.3.8。

74. 第 143 页（本译本为 148页）第 11 行：右括号后补逗号。

75. 第 143 页（本译本为 148页）第 16 行：K = j!∗L[d][n] 应为 K = (j!∗L[d])[n]。

76. 第 146 页（本译本为 151页）倒数第 11 行：τ≤d−1 应为 τ≥d−1。

77. 第 148页（本译本为 153页）第 5行：在 6.1的讨论中，不必只从 F转到 C；也
可转到任意特征不等于 `的代数闭域 k，并对 k 上代数簇的几何来源半单 Qℓ-崴
层得到 6.2.5、6.2.8、6.2.10 的对应结论。

78. 第 149 页（本译本为 154页）第 11 行：Brian Conrad 于 2003 年指出，由 (A′)
取极限推出 (A′′) 时，需要用到各片层局部可缩。Gabber 进一步指出，在

Z(C) i−→ X(C) j←− U(C)

的情形还需有
i∗j∗F = lim←−

n

i∗j∗(F/`
nF ),

其中 F 是 U(C) 上的可构造 Zℓ-层，U 是若干片层的开并，而 Z 是其补集。若
分层空间满足适当条件，例如来自局部有限三角剖分，则此式成立。
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79. 第 153 页（本译本为 157页）第 14 行：nombre 应为 nombres。

80. 第 156 页（本译本为 160页）倒数第 14 行：还应说明，对每个 T ∈ TS，LS(T )
是 T 上光滑 Z/`Z-层同构类的有限族，且这些层在几何纤维上不可约。

81. 第 157 页（本译本为 161页）第 7 行：标有 i∗ 的左向箭头应改为右向箭头。

82. 第 157 页（本译本为 161页）第 8 行：离散赋值环并非必要；对介于 A 与 C 之
间的任意严格 Hensel 局部环 V，都有这样的等价。

83. 第 157 页（本译本为 161页）第 11 行：由假设，对以 Z/`Z 为系数环的 Ext 层，
Hp(−, Extq(F,G))有比较同构。不能由此直接推出以 Z/`nZ为系数环的 Ext层
也有这种比较同构；但缩小 S 后可以做到，或者使用标准谱序列，推出以 Z/`nZ
为系数的整体 Extp(F,G) 有比较同构。

84. 第 159页（本译本为 163页）第 8行：“对 H1(−,Z/`)”应为“对 H1(−,Z/`)与
H2(−,Z/`)”。

85. 第 160 页（本译本为 164页）倒数第 14 行：参见 [Ham95]。

86. 第 160 页（本译本为 165页）倒数第 4 行：“可下降到 S”应为“可下降到某个
适当的 S”。

87. 第 161 页（本译本为 165页）第 1 行：“因而在 S 上仍成立”应为“因而在从 S

中删去 ` 为零之处后仍成立”。

88. 第 161 页（本译本为 165页）第 7 行：这里的谱序列来自截断单纯对象，具体
见 [MO15] §4.1.2。

89. 第 161 页（本译本为 165页）第 15 行：Y 应为 Y (C)。

90. 第 162 页（本译本为 167页）倒数第 4 行：“有限型概形”应为“有限型分离概
形”。

91. 第 162 页（本译本为 167页）倒数第 3 行：“若它属于满足⋯⋯的最小集合”应
改为：“若 (X,F )属于上述有序偶所成的、在同构下稳定并满足⋯⋯的最小类”。

92. 第 163 页（本译本为 167页）第 7 行：“由此得到的稳定性见⋯⋯”应改为：“特
别地，它对中间扩张与对偶稳定。”

93. 第 163 页（本译本为 167页）第 18 行：π∗C 应为 π∗C。

94. 第 163 页（本译本为 168页）倒数第 13 行：分解定理在有限域上有更精确的版
本：若

f : X0 −→ Y0
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真且 K ∈ Db
c(X0,Qℓ) 是纯崴层，则 Rf∗K 是纯崴对象之平移的有限直和；而

5.4.5 的分解在 Y0 上一般并不成立。这个结论早已为人所知，其证明用到向射
影情形的约化、Hard Lefschetz（5.4.10）以及导出范畴中的有关分解；但它直到
较近才见于文献，也以更一般的形式出现，见 [dC15] 命题 2.1.1 与 [SZ16] 推论
3.2.5。

95. 第 164 页（本译本为 168页）第 10 行：RHom 应为内部 Hom，即 RHom。

96. 第 164 页（本译本为 169页）倒数第 11 行：y ∈ Y 应为 y ∈ V (C)。

97. 第 164 页（本译本为 169页）倒数第 7 行：y ∈ Y 应为 y ∈ Y (C)。

98. 第 165页（本译本为 170页）注记 6.2.11：关于这一问题的进展，例如可参见 M.
Saito [Sai88]、[Sai90]，T. Mochizuki [Moc15]，以及 C. Sabbah 的 Bourbaki 报
告 [Sab13]。

99. 第 167 页（本译本为 171页）第 14 行 [6]：p. 77–79 应为 p. 77–130。

100. 第 167 页（本译本为 171页）倒数第 4 行 [10]：Catégories abéliennes 应为 Caté-
gories dérivées。
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中英法术语对照表

中 英 法

崴层 perverse sheaf faisceau pervers
崴度 perversity perversité
自对偶崴度 self-dual perversity perversité autoduale
相交同调 intersection homology homologie d’intersection
链环 link link
和乐模 holonomic module module holonome
可消去的 effaceable effaçable
松层 flabby sheaf faisceau flasque
拓扑斯 topos topos
景 site site
平展 étale étale
投射平展 pro-étale pro-étale
分层 stratification stratification
片层 stratum strate
踪 trait trait
等奇异 equisingular équisingulier
剥离 dévissage dévissage
剥离论证 dévissage dévissage
可构造 constructible constructible
可构造导出范畴 constructible derived category catégorie dérivée constructible
对偶化对象 dualizing object objet dualisant
Whitney 分层 Whitney stratification stratification de Whitney
对偶崴度 dual perversity perversité duale
反环层 opposite ring sheaf faisceau d’anneaux opposé
野分歧 wild ramification ramification sauvage
投射 2-极限 projective 2-limit 2-limite projective
中间崴度 middle perversity perversité intermédiaire
分片线性伪流形 piecewise-linear (PL)

pseudomanifold
pseudo-variété PL

定向分片线性伪流形 oriented piecewise-linear (PL)
pseudomanifold

pseudo-variété PL orientée

深度条件 depth condition condition de profondeur
叠 stack champ
中间扩张 intermediate extension /

middle extension
prolongement intermédiaire
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中 英 法

延拓 extension prolongement
扩张（短正合列） extension extension
混合 mixed mixte
纯的 pure pur
权 weight poids
t-结构 t-structure t-structure
心 heart cœur
滤过导出范畴 filtered derived category catégorie dérivée filtrée
双滤过导出范畴 bifiltered derived category catégorie dérivée bifiltrée
谱对象 spectral object objet spectral
典范滤过复形 canonically filtered complex complexe filtré canonique
笨滤过复形 stupidly filtered complex complexe filtré bête
实现函子 realization functor foncteur de réalisation
终对象 terminal object objet final
f -态射 f -morphism f -morphisme
覆盖筛 covering sieve crible couvrant
上同调下降理论 cohomological descent theory théorie de la descente

cohomologique
余循环条件 cocycle condition condition de cocycle
退化映射 degeneracy map dégénérescence
严格单纯系统 strict simplicial system système simplicial strict
笛卡尔的 cartesian cartésien
纤维化 fibered fibrée
余纤维化 cofibered cofibrée
截面 section section
余笛卡尔的 cocartesian cocartésien
α-映射 α-mapping α-application
面态射 face morphism morphisme de face
单位态射 unit unité de l’adjonction
余单位态射 counit morphisme d’adjonction
拟同构 quasi-isomorphism quasi-isomorphisme
非退化链的复形 complex of non-degenerate

chains
complexe des chaînes non
dégénérées

非退化链的增广复形 augmented complex of
non-degenerate chains

complexe augmenté des
chaînes non dégénérées

退化链 degenerate chain chaîne dégénérée
双齐次分量 bihomogeneous component composante bihomogène
笛卡尔截面 cartesian section section cartésienne
笛卡尔对象 cartesian object objet cartésien
局部有限分拆 locally finite partition partition localement finie
自对偶 self-duality autodualité
挠 torsion de torsion
无挠 torsion-free sans torsion
可除 divisible divisible
Dedekind 环 Dedekind ring anneau de Dedekind
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中 英 法

邻近圈 nearby cycles cycles proches
消失圈 vanishing cycles cycles évanescents
赋值环 valuation ring anneau de valuation
限制标量 restriction of scalars restriction des scalaires
扩张标量 extension of scalars extension des scalaires
诺特的 Noetherian noethérien / noethérienne
阿廷的 Artinian artinien / artinienne
光滑层 smooth sheaf faisceau lisse
点支撑层 punctual sheaf faisceau ponctuel
反自等价 anti-autoequivalence anti-autoéquivalence
超上同调 hypercohomology hypercohomologie
上同调幅度 cohomological amplitude amplitude cohomologique
外张量积 exterior tensor product produit tensoriel externe
万有局部凡调性 universal local acyclicity acyclicité locale universelle
有限长度 finite length longueur finie
完美闭包 perfect closure clôture parfaite
单值（表示或作用） monodromy monodromie
Betti 数 Betti number(s) nombre(s) de Betti
局部凡调 locally acyclic localement acyclique
余不变量 coinvariants coinvariants
Euler 示性数 Euler characteristic caractéristique d’Euler
惯性群 inertia group groupe d’inertie
野惯性群 wild inertia group groupe d’inertie sauvage
Swan 导子 Swan conductor conducteur de Swan
Swan 表示 Swan representation représentation de Swan
亏格 genus genre
特征指数 characteristic exponent exposant caractéristique
逐点纯层 punctually pure sheaf faisceau ponctuellement pur
混合层 mixed sheaf faisceau mixte
逐点权 punctual weights poids ponctuels
权不超过 w weight at most w poids au plus w

权不小于 w weight at least w poids au moins w

权 w 的纯复形 pure complex of weight w complexe pur de poids w

三角范畴 triangulated category catégorie triangulée
平移函子 translation functor foncteur de translation
好三角 distinguished triangle triangle distingué
锥 cone cône
正合范畴 exact category catégorie exacte
零调 acyclic acyclique
厚子范畴 thick subcategory sous-catégorie épaisse
严格全子范畴 strictly full subcategory sous-catégorie strictement

pleine
分式演算 calculus of fractions calcul de fractions
本质满 essentially surjective essentiellement surjectif
子商 subquotient sous-quotient
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中 英 法

稳定同伦范畴 stable homotopy category catégorie homotopique stable
八面体图 octahedral diagram diagramme de l’octaèdre
上/下帽图 upper/low cap calotte supérieure/inférieure
反交换 anti-commutative anticommutatif
可容许 admissible admissible
对扩张稳定 stable under extensions stable par extensions
左/右伴随 left/right adjoint adjoint à gauche/droite
非退化 non-degenerate non dégénérée
保守的 conservative conservatif
扩张闭包 extension closure clôture par extensions
左/右 t-正合 left/right t-exact t-exact à gauche/droite
诱导 t-结构 induced t-structure t-structure induite
粘合 gluing recollement
Tate 扭曲 Tate twist torsion de Tate
拟有限态射 quasi-finite morphism morphisme quasi-fini
半单性 semisimplicity semi-simplicité
不可分解 indecomposable indécomposable
同型分量 isotypic component(s) constituant(s) isotypique(s)
局部不变圈定理 local invariant cycle theorem théorème local des cycles

invariants
整体不变圈定理 global invariant cycle theorem théorème global des cycles

invariants
严格 Hensel 化 strict henselization hensélisé strict
相对丰沛可逆层 relatively ample invertible

sheaf
faisceau inversible
relativement ample

Gysin 态射 Gysin morphism morphisme de Gysin
对偶射影空间 dual projective space espace projectif dual
射影空间丛 projective bundle fibré projectif
投射有限完备化 profinite completion complété profini
有限呈示 finite presentation présentation finie
初等因子 elementary divisor diviseur élémentaire
拟幺幂 quasi-unipotent quasi-unipotent(e)
Stein 空间 Stein space espace de Stein
几何来源的 of geometric origin d’origine géométrique
可极化 Hodge 结构变
分

polarizable variation of Hodge
structures

variation de structures de
Hodge polarisable
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