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校译札记

Morse 理论在流形拓扑的研究中占有核心地位，而 h 配边定理以极其生动的方式
向我们展示了 Morse 理论是如何实现这一点的。拓扑学大师 John Milnor 的三部曲《从
微分观点看拓扑》，《Morse 理论》和《h 配边定理讲义》则用精湛而优雅的语言向我们
展示了其中的精要之处。
时至今日，《从微分观点看拓扑》和《Morse 理论》已有翻译版问世，前者由熊金诚

教授翻译，而后者由江嘉禾教授翻译。而《h 配边定理讲义》，自初识此书，校者便热切
期盼它能以中文的形式传播。尽管对于众多数学学习者，阅读英文已不是难事。然而对
于相当一部分读者而言，阅读中文仍更为方便。而且，从中文文献的完整性来说，如此
阙如令校者颇为遗憾。为了弥补这个缺憾，校者从 2020 年便启动了这个翻译计划。然
而，学业和工作任务繁重，加上校者的懒惰，六年过去，手工译稿仅有 3 页完成。
令人颇为感慨的是，六年后的今天大语言模型的发展日新月异。时而有如核爆瘫

坐。不免让校者日夜思索：人类社群应该如何面对知识的诞生和存留。诚然，校者尚未
有明确答案。只是扪心自问，在时代的洪流中，我要如何将我作为人类知识的参与者的
痕迹保留下一些？左思右想之后，我想在人人皆抽卡的时代，我还是希望以一种冷静的
态度面对世界的变化，为此一个简单的回应便是当前的译稿，使之作为我合理使用了一
些词元的证明。
尽管译稿仍由大语言模型自主翻译完成，校者仍然费了些许心力在校对和制图上。

尤其是囿于大语言模型识图制图能力上的欠缺，本译本中的大多数图像仍由校者经
由Mathcha绘制。在内容上，校者选择尽可能在文字上还原原著的风貌，乃至保留了
若干原著中无关紧要的排版错误；而若干中文翻译尚未得到共识，作者的私心是传播一
些自己喜欢的翻译。此外，校者也参考了Old books with high-quality typesetting项目的
高质量 LATEX 重印本。
当然，所有尚未被校出的翻译错误，本人均为此负全责。也欢迎各位路人、路机指

出问题。

校者：张秉宇

日期：2026 年 8 月 26 日
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导言

这些讲义记录了 John Milnor 于 1963 年 10 月和 11 月在 Princeton University 微
分拓扑（differential topology）讨论班所作的讲演。
设 W 是一个紧光滑流形（smooth manifold），具有两个边界分支（boundary com-

ponent）V 与 V ′，并且 V 和 V ′ 都是 W 的形变收缩核（deformation retract）。于是称
W 为 V 与 V ′ 之间的一个 h-配边（h-cobordism）。h-配边定理断言：如果再假定 V（从
而 V ′）单连通（simply connected）且维数大于 4，那么 W 微分同胚（diffeomorphic）
于 V × [0, 1]，因而 V 微分同胚于 V ′。此定理的证明由 Stephen Smale 给出 [6]。它有
许多重要应用，其中包括证明维数大于 4时的广义 Poincaré猜想（generalized Poincaré
conjecture）；第 9 节将给出若干应用。不过，我们的主要任务是相当详细地描述该定理
的一个证明。
下面粗略勾勒证明思路。首先为 W 构造一个 Morse 函数（Morse function）（见定

义 2.1），即一个光滑函数

f : W −→ [0, 1], V = f−1(0), V ′ = f−1(1),

使 f 只有有限多个非退化临界点（nondegenerate critical point），且均位于 W 内部。证
明的出发点是定理 3.4中的如下观察：W 微分同胚于 V × [0, 1]，当且仅当 W 上存在一
个没有临界点（critical point）的上述 Morse 函数。因此，第 4–8 节将在定理的假设下
逐步简化 f，直至消去全部临界点。第 4 节重排（rearrangement）临界点的高度，使
f(p) 随指标（index）递增。第 5 节给出一对指标分别为 λ 与 λ+ 1 的临界点 p, q 能够
抵消的几何条件；在单连通的假设下，第 6节把它们化为代数条件。第 8节先消去指标
为 0 或 n 的临界点，再把指标为 1 和 n− 1 的临界点分别换成等量的指标为 3 和 n− 3

的临界点。第 7 节证明：当 2 ≤ λ ≤ n− 2 时，可以重排同指标临界点（定理 7.6），使
其能够反复应用第 6 节的结果而成对抵消。证明至此完成。
这里应作两项致谢。在第 5 节中，我们的论证受到 M. Morse 近期思想 [11, 32] 的

启发：改变的是 f 的一个类梯度向量场（gradient-like vector field），而不是像 Smale
的原始证明那样使用柄体（handlebody）。事实上，这些讲义从未明确提及柄（handle）
或柄体。在第 6 节中，我们吸收了 Dennis Barden 的博士论文 [33] 中的一项改进，即
见50 页对定理 6.4 在 λ = 2 情形下的论证，以及见49 页定理 6.6 在 r = 2 情形下的陈
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4 导言

述。1

h-配边定理可以沿若干方向推广。尚无人成功去掉 V 与 V ′ 的维数大于 4 这一限
制（见81 页）。2若去掉 V（从而 V ′）单连通的限制，定理将不再成立（见 Milnor [34]）。
不过，如果同时假定包含映射 V ↪→ W（或 V ′ ↪→ W）是 J. H. C. Whitehead 意义下
的单同伦等价（simple homotopy equivalence），结论仍然成立。这个推广称为s-配边定
理（s-cobordism theorem），由 Mazur [35]、Barden [33]与 Stallings得到。关于这一结果
及进一步的推广，尤其可参见 Wall [36]。最后还要指出，对于分片线性流形（piecewise
linear manifold）也有类似的 h-配边定理和 s-配边定理。

1译注：原文指向第 72–73 页，在本译本中为50 页；定理 6.6的陈述见49 页。
2译注：原文指向第 113 页，在本译本中为81 页。



第 1 节 配边范畴

先回顾若干熟悉的定义。记欧氏空间（Euclidean space）为

Rn = {(x1, . . . , xn) | xi ∈ R, i = 1, . . . , n},

其中 R 表示实数集；记欧氏半空间（Euclidean half-space）为

Rn
+ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xn ≥ 0}.

定义 1.1. 若 V 是 Rn 的任意子集，则称映射 f : V → Rm 是光滑的（smooth），或是
C∞ 类可微的，如果 f 可以延拓为映射 g : U → Rm，其中 U ⊃ V 是 Rn 中的开集，并
且 g 的所有阶偏导数都存在且连续。

定义 1.2. 光滑 n-流形是一个具有可数基的拓扑流形（topological manifold）W，连同
W 上的一个光滑结构（smooth structure） S。这里 S 是满足以下四个条件的二元组
(U, h) 的集合：

(1) 每个 (U, h) ∈ S 由开集 U ⊂ W（称为坐标邻域（coordinate neighborhood））和
一个同胚（homeomorphism）h 组成；h 把 U 映到 Rn 或 Rn

+ 的一个开子集上。
(2) S 中的坐标邻域覆盖 W。
(3) 若 (U1, h1) 与 (U2, h2) 属于 S，则

h1 ◦ h−1
2 : h2(U1 ∩ U2) −→ Rn 或 Rn

+

是光滑的。
(4) 该集合对于性质 (3)是极大的；即若向 S 添入任何不属于 S 的二元组 (U, h)，性
质 (3) 就不再成立。

W 的边界（boundary）记作 ∂W 3，它由 W 中所有不存在与 Rn 同胚之邻域的点
组成（见 Munkres [5, p. 8]）。

定义 1.3. 若 W 是紧光滑 n-流形，并且 ∂W 是两个既开又闭的子流形 V0, V1 的不交
并（disjoint union），则称 (W ;V0, V1) 为一个光滑流形三元组（smooth manifold triad）。
若 (W ;V0, V1)、(W ′;V ′

1 , V
′
2) 是两个光滑流形三元组，而 h : V1 → V ′

1 是微分同胚
（即 h 与 h−1 都光滑的同胚），则可按 h 把 V1 与 V ′

1 中的相应点等同起来，得到空间

3译注：原书部分位置用 BdW 表示流形边界；本译本统一采用 ∂W。

5



6 第 1 节 配边范畴

W ∪h W
′，并构成第三个三元组

(W ∪h W
′;V0, V

′
2).

其依据是下述定理。

定理 1.4. 在 W ∪h W
′ 上存在一个与给定结构相容的光滑结构 S；换言之，每个包含

映射
W −→ W ∪h W

′, W ′ −→ W ∪h W
′

都是到其像上的微分同胚。
在保持 V0、h(V1) = V ′

1 与 V ′
2 中各点不动的微分同胚意义下，S 是唯一的。

证明将在第 3 节给出。

定义 1.5. 给定两个闭光滑 n-流形（closed smooth n-manifold）M0,M1（即 M0,M1 紧
且 ∂M0 = ∂M1 = ∅），从 M0 到 M1 的一个配边（cobordism）是五元组

(W ;V0, V1;h0, h1),

其中 (W ;V0, V1) 是光滑流形三元组，并且 hi : Vi →Mi 是微分同胚，i = 0, 1。
从 M0 到 M1 的两个配边

(W ;V0, V1;h0, h1), (W ′;V ′
0 , V

′
1 ;h

′
0, h

′
1)

称为等价的，如果存在微分同胚 g : W → W ′，把 V0 映到 V ′
0、把 V1 映到 V ′

1，并且对
i = 0, 1，下图交换：

Vi V ′
i

Mi

g|Vi

hi h′
i

于是得到一个范畴（category）（见 Eilenberg 与 Steenrod [2, p. 108]），其对象
（object）是闭流形，态射（morphism）是配边的等价类 c。也就是说，配边满足以下两
个条件；它们分别容易地由定理 1.4 与推论 3.5 推出。

(1) 给定从 M0 到 M1 的配边等价类 c，以及从 M1 到 M2 的配边等价类 c′，存在一
个良定义的、从 M0 到 M2 的等价类 cc′。这种复合（composition）运算满足结
合律（associativity）。

(2) 对每个闭流形 M，存在恒等配边（identity cobordism）类

ιM = [(M × I;M × 0,M × 1; p0, p1)], pi(x, i) = x,

其中 x ∈M，i = 0, 1。也就是说，若 c 是从 M1 到 M2 的配边类，则

ιM1c = c = cιM2 .



第 1 节 配边范畴 7

可能有 cc′ = ιM，但 c 6= ιM。例如，下图中 c 取阴影部分，c′ 取无阴影部分；c 有
右逆 c′，却没有左逆。注意，配边中出现的流形不假定连通。

c（阴影） c′（无阴影）

固定M，考虑从M 到自身的所有配边类。它们组成一个幺半群（monoid）HM，即带
有满足结合律且具有单位元之复合运算的集合。HM 中可逆的配边组成一个群（group）
GM。取下文中的 M =M ′，便可构造 GM 的一些元素。

给定微分同胚 h :M →M ′，定义 ch 为

(M × I;M × 0,M × 1; j, h1)

的等价类，其中 j(x, 0) = x 且 h1(x, 1) = h(x)，x ∈M。

定理 1.6. 对于任意两个微分同胚 h :M →M ′ 与 h′ :M ′ →M ′′，有

chch′ = ch′◦h.

证明. 令 W =M × I ∪h M
′ × I，并令

jh :M × I −→ W, jh′ :M ′ × I −→ W

为 chch′ 定义中的包含映射。定义 g :M × I → W 如下：

g(x, t) =

jh(x, 2t), 0 ≤ t ≤ 1
2
,

jh′(h(x), 2t− 1), 1
2
≤ t ≤ 1.

于是 g 是良定义的，并且正是所需的等价。

定义 1.7. 若存在映射 f :M × I →M ′，使得
(1) f 光滑；
(2) 对每个 t，由 ft(x) = f(x, t) 定义的 ft 都是微分同胚；
(3) f0 = h0 且 f1 = h1，



8 第 1 节 配边范畴

则称两个微分同胚 h0, h1 :M →M ′（光滑）同痕（isotopic）。
若存在微分同胚 g :M × I →M ′ × I，满足

g(x, 0) = (h0(x), 0), g(x, 1) = (h1(x), 1),

则称 h0, h1 :M →M ′ 是伪同痕的（pseudo-isotopic）4。

引理 1.8. 同痕与伪同痕都是等价关系（equivalence relation）。

证明. 对称性与自反性显然。为证明传递性，设 h0, h1, h2 : M → M ′ 是微分同胚，并
给定从 h0 到 h1 的同痕 f : M × I → M ′ 和从 h1 到 h2 的同痕 g : M × I → M ′。取光
滑单调函数 m : I → I，使

m(t) = 0 (0 ≤ t ≤ 1
3
), m(t) = 1 (2

3
≤ t ≤ 1).

所需的从 h0 到 h2 的同痕 k :M × I →M ′ 定义为

k(x, t) =

f(x,m(2t)), 0 ≤ t ≤ 1
2
,

g(x,m(2t− 1)), 1
2
≤ t ≤ 1.

伪同痕的传递性较难证明，它由 Munkres [5, p. 59] 的引理 6.1 推出。
显然，同痕的两个微分同胚也是伪同痕的。事实上，若 f :M × I →M ′ 是同痕，则

f̂ :M × I −→M ′ × I, f̂(x, t) = (ft(x), t)

由反函数定理可知是微分同胚，因而是 h0 与 h1 之间的伪同痕。（当 M = Sn、n ≥ 8

时，逆命题由 J. Cerf [39] 证明。）由此以及下面的定理 1.9 可知：若 h0 与 h1 同痕，则
ch0 = ch1。

定理 1.9.
ch0 = ch1 ⇐⇒ h0 与 h1 是伪同痕的.

证明. 设 g :M × I →M ′ × I 是 h0 与 h1 之间的伪同痕。定义

h−1
0 × 1 :M ′ × I −→M × I, (h−1

0 × 1)(x, t) = (h−1
0 (x), t).

于是 (h−1
0 × 1) ◦ g 给出 ch1 与 ch0 之间的等价。逆向证明类似。

4依 Munkres 的术语，h0 与 h1 是“I-cobordant”（见 [5, p. 62]）；依 Hirsch 的术语，h0 与 h1 是“concordant”。



第 2 节 Morse 函数

我们希望把一个给定的配边分解成若干较简单配边的复合。例如，图 2中的三元组
可以像图 3 那样分解。下面把这一想法说得精确些。

p4

p3

p2

p1

V1

V0

W

z

x

y

图 2 图 3
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10 第 2 节 Morse 函数

定义 2.1. 设 W 是光滑流形，f : W → R 是光滑函数。若在某个坐标系中

∂f

∂x1

∣∣∣∣
p

=
∂f

∂x2

∣∣∣∣
p

= · · · = ∂f

∂xn

∣∣∣∣
p

= 0,

则称 p ∈ W 是 f 的一个临界点。若相应的Hessian 矩阵（Hessian matrix）还有

det
(

∂2f

∂xi∂xj

∣∣∣∣
p

)
6= 0,

则称该临界点非退化。
例如，若图 2中的 f 是高度函数（向 z轴的投影），那么 f 有四个临界点 p1, p2, p3, p4，

且它们全都非退化。

引理 2.2（Morse）. 若 p 是 f 的非退化临界点，则在 p 附近的某个坐标系中，存在
0 ≤ λ ≤ n，使

f(x1, . . . , xn) =常数− x21 − · · · − x2λ + x2λ+1 + · · ·+ x2n.

把 λ 定义为临界点 p 的指标。

证明. 见 Milnor [4, p. 6]。

定义 2.3. 光滑流形三元组 (W ;V0, V1) 上的一个 Morse 函数，是满足下列条件的光滑
函数 f : W → [a, b]：

(1) f−1(a) = V0，f−1(b) = V1；
(2) f 的所有临界点都在内部（即位于 W \ ∂W），并且都是非退化的。
由Morse 引理（Morse lemma），Morse 函数的临界点都是孤立的。由于 W 紧，这

样的临界点只有有限多个。

定义 2.4. (W ;V0, V1) 的Morse 数（Morse number） µ，是所有 Morse 函数 f 的临界
点个数的最小值。
下面的存在性定理说明这个定义确有意义。

定理 2.5. 每个光滑流形三元组 (W ;V0, V1) 都有 Morse 函数。
证明见10–14 页。5先证一个边界附近的结论。

引理 2.6. 存在光滑函数 f : W → [0, 1]，满足

f−1(0) = V0, f−1(1) = V1,

并且 f 在 W 的边界的某个邻域中没有临界点。

证明. 取坐标邻域 U1, . . . , Uk 覆盖 W。可以假定没有一个 Ui 同时与 V0, V1 相交，并
且当 Ui 与 ∂W 相交时，坐标映射 hi : Ui → Rn

+ 把 Ui 映到开单位球与 Rn
+ 的交上。

5译注：原文称证明占其后八页；在本译本中见10–14 页。



第 2 节 Morse 函数 11

在每个 Ui 上定义映射 fi : Ui → [0, 1] 如下。若 Ui 与 V0（相应地，与 V1）相交，令
fi = Lhi，其中

L(x1, . . . , xn) = xn （相应地，L(x1, . . . , xn) = 1− xn）.

若 Ui 不与 ∂W 相交，则恒取 fi =
1
2
。选取从属于覆盖 {Ui} 的单位分解（partition of

unity）{φi}（见 Munkres [5, p. 18]），并定义

f(p) = φ1(p)f1(p) + · · ·+ φk(p)fk(p),

其中在 Ui 外把 fi(p) 理解为 0。显然，f 是到 [0, 1] 的良定义光滑映射，且 f−1(0) = V0、
f−1(1) = V1。
最后验证 df 在 ∂W 上不为零。设 q ∈ V0（相应地，q ∈ V1）。对某个 i 有 φi(q) > 0

且 q ∈ Ui。写
hi(p) = (x1(p), . . . , xn(p)).

则
∂f

∂xn
=

k∑
j=1

fj
∂φj

∂xn
+

k∑
j=1

φj
∂fj
∂xn

.

在 q 处，所有 fj(q) 都取同一个值 0（相应地，1），而

k∑
j=1

∂φj

∂xn
=

∂

∂xn

(
k∑

j=1

φj

)
= 0.

故第一项在 q 处为零。 ∂fi
∂xn

(q) 等于 1（相应地，−1），并且容易看出，对 j = 1, . . . , k，
各 ∂fj

∂xn
(q) 都与它同号。因此 ∂f

∂xn
(q) 6= 0。于是 df 在 ∂W 上不为零，从而在 ∂W 的某个

邻域内也不为零。
证明的其余部分较为困难。我们将在 W 内部逐步改变 f，消去退化临界点。为此

需要三个关于欧氏空间的引理。

引理 A（M. Morse）. 若 f 是从 Rn 的开子集 U 到实数直线的 C2 映射，则对几乎
所有线性映射 L : Rn → R，函数 f + L 只有非退化临界点。
这里“几乎所有”是指除去 HomR(Rn,R) ∼= Rn 中一个测度为零的集合。

证明. 考虑流形 U × HomR(Rn,R) 及其子流形

M = {(x, L) | d(f(x) + L(x)) = 0}.

由于 d(f(x) + L(x)) = 0 等价于 L = −df(x)，对应

x 7−→ (x,−df(x))

显然是 U 到 M 的微分同胚。每个 (x, L) ∈ M 对应于 f + L 的一个临界点；这个临界
点恰在矩阵 (

∂2f

∂xi∂xj

)
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奇异时退化。
考虑投影 π : M → HomR(Rn,R)，(x, L) 7→ L。由于 L = −df(x)，该投影就是

x 7→ −df(x)。因此 π 在 (x, L) ∈M 处是临界的，当且仅当

dπ = −
(

∂2f

∂xi∂xj

)
奇异。于是，f + L 在某个 x 处有退化临界点，当且仅当 L 是

π :M −→ HomR(Rn,R) ∼= Rn

的某个临界点的像。但由Sard 定理（Sard’s theorem）（见 de Rham [1, p. 10]）：

Sard 定理. 若 π : Mn → Rn 是任意 C1 映射，则 π 的临界点集合之像在 Rn 中是零
测集（set of measure zero）。
结论立即得到。

引理 B. 设 K 是 Rn 中开集 U 的紧子集。若 f : U → R 是 C2 的，并且在 K 中只有
非退化临界点，则存在 δ > 0，使得只要 g : U → R 是 C2 的，并且在 K 的每一点满足∣∣∣∣ ∂f∂xi − ∂g

∂xi

∣∣∣∣ < δ, (1)∣∣∣∣ ∂2f

∂xi∂xj
− ∂2g

∂xi∂xj

∣∣∣∣ < δ, i, j = 1, . . . , n, (2)

那么 g 在 K 中同样只有非退化临界点。

证明. 令

|df | =

((
∂f

∂x1

)2

+ · · ·+
(
∂f

∂xn

)2
)1/2

.

函数

|df |+
∣∣∣∣det

(
∂2f

∂xi∂xj

)∣∣∣∣
在 K 上严格为正。记其在 K 上的最小值为 µ > 0。取充分小的 δ > 0，使 (1) 蕴含∣∣|df | − |dg|∣∣ < µ

2
,

而 (2) 蕴含 ∣∣∣∣∣∣∣∣det
(

∂2f

∂xi∂xj

)∣∣∣∣− ∣∣∣∣det
(

∂2g

∂xi∂xj

)∣∣∣∣∣∣∣∣ < µ

2
.

于是在 K 的每一点，

|dg|+
∣∣∣∣det

(
∂2g

∂xi∂xj

)∣∣∣∣ > |df |+ ∣∣∣∣det
(

∂2f

∂xi∂xj

)∣∣∣∣− µ

2
− µ

2

≥ 0.
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结论随即成立。

引理 C. 设 h : U → U ′ 是 Rn 的一个开子集到另一个开子集的微分同胚，并把紧集
K ⊂ U 映到 K ′ ⊂ U ′。给定 ε > 0，存在 δ > 0，使得若光滑映射 f : U ′ → R 在 K ′ 的
每一点满足

|f | < δ,

∣∣∣∣ ∂f∂xi
∣∣∣∣ < δ,

∣∣∣∣ ∂2f

∂xi∂xj

∣∣∣∣ < δ, i, j = 1, . . . , n,

则 f ◦ h 在 K 的每一点满足

|f ◦ h| < ε,

∣∣∣∣∂(f ◦ h)∂xi

∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣∂2(f ◦ h)∂xi∂xj

∣∣∣∣ < ε, i, j = 1, . . . , n.

证明. f ◦ h 及其一、二阶偏导数，都是 f 与 h 的零至二阶偏导数的多项式函数；当 f

的各偏导数为零时，这些多项式也为零。另一方面，h的各偏导数在紧集 K 上有界。结
论随即成立。
紧流形（可带边界）M 上的光滑实值函数集合 F (M,R) 的 C2 拓扑（C2 topology）

可定义如下。取有限坐标覆盖 {Uα}，坐标映射为 hα : Uα → Rn；再取 {Uα} 的一个紧
致加细（compact refinement）{Cα}（参见 Munkres [5, p. 7]）。对每个正常数 δ > 0，定
义 F (M,R) 的子集 N(δ)：映射 g : M → R 属于 N(δ)，当且仅当对所有 α，在 hα(Cα)

的每一点都有

|gα| < δ,

∣∣∣∣∂gα∂xi

∣∣∣∣ < δ,

∣∣∣∣ ∂2gα∂xi∂xj

∣∣∣∣ < δ, (?)

其中 gα = g ◦ h−1
α ，且 i, j = 1, . . . , n。

在加法群 F (M,R) 中，把各 N(δ) 取作零函数的邻域基，由此得到的拓扑称为 C2

拓扑。形如 f +N(δ) = N(f, δ) 的集合构成任意 f ∈ F (M,R) 的邻域基；g ∈ N(f, δ) 意
味着对所有 α，在 hα(Cα) 的每一点有

|fα − gα| < δ,

以及相应的一、二阶偏导数之差的绝对值都小于 δ。
还应验证这样构造的拓扑 T 不依赖于坐标覆盖及其紧致加细的具体选择。设 T ′ 是

以同样步骤由另一组选择定义的拓扑，并用撇号表示与它对应的对象。只需证明：对 T
中任意给定的 N(δ)，都能找到 T ′ 中的 N ′(δ′) ⊂ N(δ)。这是引理 C的直接推论。
先考虑闭流形 M，也就是三元组 (M ;∅,∅)，因为这一情形稍简单。

定理 2.7. 若 M 是无边界紧流形，则在 C2 拓扑下，Morse 函数在 F (M,R) 中组成一
个开稠密子集。

证明. 取有限多个坐标邻域 (U1, h1), . . . , (Uk, hk) 覆盖 M，并取紧集 Ci ⊂ Ui，使
C1, . . . , Ck 覆盖 M。若 f 在 S ⊂M 上没有退化临界点，就称 f 在 S 上良好。
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(I) Morse 函数的集合是开的。若 f :M → R 是 Morse 函数，由引理 B，F (M,R)
中存在 f 的邻域 Ni，使该邻域内的每个函数都在 Ci 上良好。因此在 f 的邻域 N =

N1 ∩ · · · ∩Nk 中，每个函数都在 C1 ∪ · · · ∪ Ck =M 上良好。
(II) Morse 函数的集合是稠密的。设 N 是 f ∈ F (M,R) 的一个给定邻域。取光

滑函数 λ : M → [0, 1]，使它在 C1 的一个邻域中等于 1，在 M \ U1 的一个邻域中等于
0。由引理 A，对几乎所有线性映射 L : Rn → R，函数

f1(p) = f(p) + λ(p)L(h1(p))

在 C1 上良好。若 L 的系数充分小，则 f1 ∈ N。事实上，f1 只在紧集 K = Suppλ ⊂ U1

上与 f 不同。写 L(x) =
∑
`ixi，则在 h1(K) 上

(f1 ◦ h−1
1 )− (f ◦ h−1

1 ) = (λ ◦ h−1
1 )
∑

`ixi.

把 `i 取充分小，可使这个差及其一、二阶偏导数处处小于任意预先指定的 ε；再把 ε 取
充分小，由引理 C即得 f1 ∈ N。
再次应用引理 B，可取 f1 的邻域 N1 ⊂ N，使 N1 中每个函数在 C1 上仍然良好。

对 f1, N1 重复整个过程，得到 N1 中在 C2 上良好的函数 f2，以及邻域 N2 ⊂ N1，其中
每个函数都在 C2 上良好。由于 f2 ∈ N1，它自动也在 C1 上良好。最终得到

fk ∈ Nk ⊂ Nk−1 ⊂ · · · ⊂ N1 ⊂ N,

且 fk 在 C1 ∪ · · · ∪ Ck =M 上良好。

定理 2.5. 任意三元组 (W ;V0, V1) 上都存在 Morse 函数。

证明. 引理 2.6 给出函数 f : W → [0, 1]，满足
(i) f−1(0) = V0，f−1(1) = V1；
(ii) f 在 ∂W 的某个邻域中没有临界点。

设 U 是 ∂W 的一个开邻域，f 在其中没有临界点。由于 W 是正规空间，可取 ∂W 的开
邻域 V，使 V ⊂ U。用有限多个坐标邻域 {Ui} 覆盖 W，使每个 Ui 或者包含在 U 中，
或者包含在 W \ V 中。取其紧致加细 {Ci}，并令 C0 为所有包含在 U 中的 Ci 之并。
由引理 B，在 f 的一个充分小邻域 N 中，没有函数能在 C0 中有退化临界点。又

因为 f 在紧集 W \ V 上与 0, 1 都隔开一个正距离，所以存在 f 的邻域 N ′，使每个
g ∈ N ′ 都在 W \ V 上满足 0 < g < 1。令 N0 = N ∩N ′。不妨设 W \ V 中的坐标邻域
是 U1, . . . , Uk。完全重复上一定理的步骤，得到

fk ∈ Nk ⊂ Nk−1 ⊂ · · · ⊂ N0,

且 fk 在 C0 ∪ C1 ∪ · · · ∪ Ck = W 上良好。由于 fk ∈ N0 ⊂ N ′ 且 fk|V = f |V，fk 满足
(i)、(ii)，因而是 (W ;V0, V1) 上的 Morse 函数。

注记. 在 C2 拓扑下，Morse 函数在所有光滑映射 f : (W ;V0, V1)→ ([0, 1]; 0, 1) 中组成
开稠密子集；这不难证明。
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在某些场合，使用任意两个临界点都不在同一高度上的 Morse 函数会比较方便。

引理 2.8. 设 f : W → [0, 1]是三元组 (W ;V0, V1)上的Morse函数，临界点为 p1, . . . , pk。
则 f 可由一个 Morse函数 g 逼近；g 与 f 有相同临界点，并且当 i 6= j 时 g(pi) 6= g(pj)。

证明. 假设 f(p1) = f(p2)。构造光滑函数 λ : W → [0, 1]，使 λ 在 p1 的一个邻域 U 中
等于 1，在更大的邻域 N 外等于 0；这里 N ⊂ W \ ∂W，且 N 不包含任何 pi（i 6= 1）。
取充分小的 ε1 > 0，使 f0 = f + ε1λ 的值仍在 [0, 1] 中，并且 f0(p1) 6= f0(pi)（i 6= 1）。
在 W 上引入Riemann 度量（Riemannian metric）（见 Munkres [5, p. 24]）。在紧集

K = {0 < λ < 1} 上取常数 c, c′，使

0 < c ≤ | grad f |, | gradλ| ≤ c′,

其中 grad 表示梯度（gradient）。令 0 < ε < min(ε1, c/c′)。则 f1 = f + ελ 仍是 Morse
函数，与 f 有相同临界点，并且

| grad(f + ελ)| ≥ | grad f | − |ε gradλ| > c− εc′ > 0

于 K 上；在 K 外则 | grad f1| = | grad f |。继续归纳便得到把所有临界点高度分开的
Morse 函数 g。
现在利用 Morse 函数，可把任何复杂配边表示成较简单配边的复合。

定义. 给定光滑函数 f : W → R，f 的临界点的像称为 f 的临界值（critical value）。

引理 2.9. 设 f : (W ;V0, V1)→ ([0, 1]; 0, 1) 是 Morse 函数，并设 0 < c < 1，其中 c 不
是 f 的临界值。则 f−1[0, c] 与 f−1[c, 1] 都是带边界光滑流形。
因此，从 V0 到 V1 的配边 (W ;V0, V1; Id, Id) 可以表示成两个配边的复合：一个从

V0 到 f−1(c)，另一个从 f−1(c) 到 V1。结合引理 2.8 得到：

推论 2.10. 任意配边都可以表示成 Morse 数为 1 的配边的复合。

引理 2.9 的证明. 这由隐函数定理（implicit function theorem）立即得到。事实上，若
w ∈ f−1(c)，则在 w 附近的某个坐标系 x1, . . . , xn 中，f 局部形如投影

Rn −→ R, (x1, . . . , xn) 7−→ xn.
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定义 3.1. 设 f 是三元组 (W n;V, V ′) 上的 Morse 函数。若 W n 上的向量场（vector
field）ξ 满足：

(I) 在 f 的临界点集合之外处处有 ξ(f) > 0；
(II) 对 f 的每个临界点 p，在 p 的某个邻域 U 中存在坐标

(~x, ~y) = (x1, . . . , xλ, xλ+1, . . . , xn),

使
f = f(p)− |~x|2 + |~y|2,

且 ξ 在整个 U 中的坐标为

(−x1, . . . ,−xλ, xλ+1, . . . , xn),

则称 ξ 是 f 的一个类梯度向量场。

引理 3.2. 三元组 (W n;V, V ′) 上的每个 Morse 函数 f 都有类梯度向量场 ξ。

证明. 为简单起见，假设 f 只有一个临界点 p；一般情形的证明相同。由 Morse 引
理 2.2，可在 p 的邻域 U0 中选择坐标 (~x, ~y)，使

f = f(p)− |~x|2 + |~y|2

在 U0 上成立。取 p 的邻域 U，使 U ⊂ U0。
每个 p′ ∈ W \U0都不是 f 的临界点。由隐函数定理，p′有邻域 U ′和坐标 x′1, . . . , x

′
n，

使 f =常数+ x′1 于 U ′ 上成立。再利用 W \ U0 的紧性，选取邻域 U1, . . . , Uk，使
(i) W \ U0 ⊂ U1 ∪ · · · ∪ Uk；
(ii) U ∩ Ui = ∅，i = 1, . . . , k；
(iii) Ui 上有坐标 xi1, . . . , x

i
n，且 f =常数+ xi1。

在 U0 上取坐标为 (−x1, . . . ,−xλ, xλ+1, . . . , xn) 的向量场；在 Ui 上取 ∂/∂xi1。用从属于
覆盖 U0, U1, . . . , Uk 的单位分解把这些向量场拼合，得到 W 上的向量场 ξ。容易验证它
就是所需的类梯度向量场。

注记. 从现在起，把三元组 (W ;V0, V1) 与配边

(W ;V0, V1; Id0, Id1)

17
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视为同一对象，其中 Idi : Vi → Vi 是恒等映射（identity map）。

定义 3.3. 若三元组 (W ;V0, V1) 微分同胚于

(V0 × [0, 1];V0 × 0, V0 × 1),

则称它是一个乘积配边（product cobordism）。

定理 3.4. 若三元组 (W ;V0, V1) 的 Morse 数 µ 为零，则 (W ;V0, V1) 是乘积配边。

证明. 设 f : W → [0, 1] 是没有临界点的 Morse 函数。由引理 3.2，f 有类梯度向量场
ξ。函数 ξ(f) : W → R 严格为正；逐点用正数 1/ξ(f) 乘 ξ，可假定 ξ(f) ≡ 1。
若 p ∈ ∂W，则在 p 附近的某个坐标系 (x1, . . . , xn)（xn ≥ 0）中，f 与 ξ 都可延拓

到 Rn 的一个开子集。因此常微分方程的基本存在唯一性定理（例如见 Lang [3, p. 55]）
可在 W 上局部应用。
设 φ : [a, b]→ W 是 ξ 的任意积分曲线（integral curve）。则

d

dt
(f ◦ φ) = ξ(f) = 1,

故 f(φ(t)) = t+常数。换参数 ψ(s) = φ(s−常数)，便有 f(ψ(s)) = s。每条积分曲线都
能唯一地延拓到一个极大区间；由于 W 紧，该区间必为 [0, 1]。因此，对每个 y ∈ W，
存在唯一的极大积分曲线

ψy : [0, 1] −→ W,

通过 y 且满足 f(ψy(s)) = s。此外，ψy(s) 关于两个变量都光滑（见37 页）。6

所需微分同胚为

h : V0 × [0, 1] −→ W, h(y0, s) = ψy0(s),

其逆映射是
h−1(y) = (ψy(0), f(y)).

推论 3.5（领状领域定理）. 设 W 是紧的带边界光滑流形。则 ∂W 有一个邻域，称
为领状领域（collar neighborhood），它微分同胚于 ∂W × [0, 1)。

证明. 由引理 2.6，存在光滑函数 f : W → R+，满足 f−1(0) = ∂W，且 df 在 ∂W 的某
个邻域 U 上不为零。若 ε > 0 是 f 在紧集 W \ U 上的一个正下界，则 f 在 f−1[0, ε/2]

上是 Morse 函数。定理 3.4 给出 f−1[0, ε/2) 与 ∂W × [0, 1) 之间的微分同胚。
若连通闭子流形 Mn−1 ⊂ W n \ ∂W n 在 W n 中的某个邻域删去 Mn−1 后分成两个

分支，就称 Mn−1 是双侧的（two-sided）。

推论 3.6（双侧领状领域定理）. 设 W 的光滑子流形 M 的每个分支都紧且双侧。则
M 在 W 中有一个双侧领状领域（bicollar neighborhood），它微分同胚于 M × (−1, 1)，
并使 M 对应于 M × 0。

6译注：原文指向第 53–54 页，在本译本中为37 页。
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证明. M 的各分支可被 W 中两两不交的开集覆盖，所以只需考虑 M 只有一个分支的
情形。取 M 在 W n \ ∂W n 中的开邻域 U，使 U 紧，并位于一个删去 M 后分成两部分
的邻域中。于是 U 分解成两个子流形 U1, U2，且 U1 ∩ U2 =M 是二者的边界。
与引理 2.6 的证明一样，利用坐标覆盖和单位分解构造光滑映射 φ : U → R，使 dφ

在 M 上不为零，并且

φ < 0 于U \ U1, φ = 0 于M, φ > 0 于U \ U2.

可取 M 的开邻域 V，V ⊂ U，使 φ在 V 中没有临界点。令 2ε′′ > 0为 φ在紧集 U1 \V
上的最小上界，令 2ε′ < 0 为 φ 在紧集 U2 \ V 上的最大下界。则 φ−1[ε′, ε′′] 是 V 中的
紧 n 维带边界子流形，且 φ 是其上的 Morse 函数。应用定理 3.47，φ−1(ε′, ε′′) 就是 M

在 V 中、从而也是在 W 中的双侧领状领域。

注记. 领状领域定理和双侧领状领域定理在没有紧性假设时仍然成立（Munkres [5,
p. 51]）。
现在重述并证明第 1 节的一个结果。

定理 1.4. 设 (W ;V0, V1)与 (W ′;V ′
1 , V

′
2)是两个光滑流形三元组，h : V1 → V ′

1 是微分同
胚。则 W ∪hW

′ 上存在与 W,W ′ 的给定结构相容的光滑结构 S。在保持 V0、h(V1) = V ′
1

与 V ′
2 中各点不动的微分同胚意义下，S 是唯一的。

证明. 存在性：由推论 3.5，V1, V ′
1 分别在 W,W ′ 中有领状领域 U1, U

′
1，并有微分同胚

g1 : V1 × (0, 1]→ U1, g2 : V
′
1 × [1, 2)→ U ′

1,

满足 g1(x, 1) = x、g2(y, 1) = y。令 j : W → W ∪h W
′ 与 j′ : W ′ → W ∪h W

′ 为包含映
射，定义

g(x, t) =

j(g1(x, t)), 0 < t ≤ 1,

j′(g2(h(x), t)), 1 ≤ t < 2.

空间 W ∪h W
′ 被 j(W \ V1)、j′(W ′ \ V ′

1) 与 g(V1 × (0, 2)) 覆盖；由 j, j ′, g 在这三个开
集上定义的光滑结构彼此相容，故得到所需结构。
唯一性：设 S 是W ∪hW

′ 上与W,W ′ 的给定结构相容的任意光滑结构。由推论 3.6，
j(V1) = j′(V ′

1) 有双侧领状领域 U，并有关于 S 的微分同胚 g : V1 × (−1, 1) → U，使
g(x, 0) = j(x)。于是 j−1(U ∩ j(W )) 与 (j′)−1(U ∩ j′(W ′)) 分别是 V1, V

′
1 的领状领域。所

需唯一性实质上由 Munkres [5, p. 62] 的定理 6.3 得到。
现设三元组 (W ;V0, V1)、(W ′;V ′

1 , V
′
2)分别有值域为 [0, 1]、[1, 2]的 Morse函数 f, f ′。

在 W,W ′ 上分别取类梯度向量场 ξ, ξ′，并作归一化，使除各临界点的小邻域外都有
ξ(f) = 1、ξ′(f ′) = 1。

引理 3.7. 给定微分同胚 h : V1 → V ′
1，在 W ∪hW

′ 上存在唯一的、与 W,W ′ 的给定结
构相容的光滑结构，使 f, f ′ 拼成 W ∪h W

′ 上的光滑函数，并使 ξ, ξ′ 拼成光滑向量场。
7译注：原文此处误引“定理 3.1”；应为无临界点情形的乘积配边定理，即定理 3.4。
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证明. 证明与上面定理 1.4 相同，只是双侧领状领域上的光滑结构必须通过拼接 V1, V
′
1

的领状领域中 ξ, ξ′ 的积分曲线来选取。这个条件也证明了唯一性。注意这里的唯一性
比定理 1.4 中的强得多。
这个构造立即给出：

推论 3.8.
µ(W ∪h W

′;V0, V
′
2) ≤ µ(W ;V0, V1) + µ(W ′;V ′

1 , V
′
2),

其中 µ 表示三元组的 Morse 数。
下面研究 Morse 数为 1 的配边。设 (W ;V, V ′) 是带 Morse 函数 f : W → R 与

类梯度向量场 ξ 的三元组。设 p ∈ W 是临界点，V0 = f−1(c0)、V1 = f−1(c1)，其中
c0 < f(p) < c1，并且 c = f(p) 是区间 [c0, c1] 中唯一的临界值。
用 D̊q

r 表示 Rq 中以 0 为中心、半径为 r 的开球，并记 D̊q
1 = D̊q。存在 p 的邻域 U

和坐标微分同胚 g : D̊n
2ε → U，使

f ◦ g(~x, ~y) = c− |~x|2 + |~y|2,

且 ξ 的坐标为 (−x1, . . . ,−xλ, xλ+1, . . . , xn)。这里 ~x ∈ Rλ、~y ∈ Rn−λ。令

V−ε = f−1(c− ε2), Vε = f−1(c+ ε2).

可假定 4ε2 < min(|c− c0|, |c− c1|)。情形如图 3.1。

p U

V V0 V−ϵ Vϵ V1 V ′

图 3.1

以 Sq−1 表示 Rq 中闭单位圆盘 Dq 的边界。

定义 3.9. 特征嵌入（characteristic embedding）

φL : Sλ−1 × D̊n−λ −→ V0

构造如下。先定义嵌入

φ : Sλ−1 × D̊n−λ −→ V−ε,

(u, θv) 7−→ g(εu cosh θ, εv sinh θ),
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其中 u ∈ Sλ−1、v ∈ Sn−λ−1、0 ≤ θ < 1。从 V−ε 中的 φ(u, θv) 出发，ξ 的积分曲线无奇
点地向后通到 V0 中唯一确定的点 φL(u, θv)。
把 p 在 V0 中的左球面（left-hand sphere） SL 定义为 φL(S

λ−1 × 0)。它正是 V0 与
所有通向临界点 p 的 ξ-积分曲线之交。左圆盘（left-hand disk）DL 是由这些积分曲线
从 SL 到 p 的线段之并所成的光滑嵌入圆盘，其边界为 SL。

类似地，先把 D̊λ × Sn−λ−1 嵌入 Vε，

(θu, v) 7−→ g(εu sinh θ, εv cosh θ),

再沿积分曲线把像移到 V1，得到特征嵌入

φR : D̊λ × Sn−λ−1 −→ V1.

定义右球面（right-hand sphere）SR = φR(0 × Sn−λ−1)；它是右圆盘（right-hand disk）
DR 的边界，而 DR 由从 p 到 SR 的积分曲线线段组成。

定义 3.10. 若三元组 (W ;V, V ′) 有一个恰有一个临界点 p 的 Morse 函数，则称它是初
等配边（elementary cobordism）。

注记. 由下面的推论 3.15，初等配边不是乘积配边；再由定理 3.4，其 Morse数等于 1。
推论 3.15 还说明，初等配边的指标——定义为 p 关于该 Morse 函数的指标——是良定
义的，即不依赖于 f, p 的选择。
图 3.2画出了 n = 2、λ = 1 的初等配边。

p

W

SL

DL

DR

SR

V

V ′

图 3.2

定义 3.11. 设 V 是 (n− 1) 维流形，φ : Sλ−1 × D̊n−λ → V 是嵌入。以 χ(V, φ) 表示如
下商流形（quotient manifold）：从不交并(

V \ φ(Sλ−1 × 0)
)
t (D̊λ × Sn−λ−1)
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出发，对每个 u ∈ Sλ−1、v ∈ Sn−λ−1、0 < θ < 1，把 φ(u, θv) 与 (θu, v) 等同。若 V ′ 微
分同胚于 χ(V, φ)，就说 V ′ 可由 V 施行型为 (λ, n− λ) 的手术（surgery）得到。
因此，在 (n− 1)-流形上作手术，就是删去一个嵌入的 (λ− 1)-球面，并代之以一个

嵌入的 (n− λ− 1)-球面。下面两个结果表明，这对应于越过 n-流形上 Morse 函数的一
个指标为 λ 的临界点。

定理 3.12. 若 V ′ = χ(V, φ) 可由 V 施行型为 (λ, n− λ) 的手术得到，则存在初等配边
(W ;V, V ′) 和 Morse 函数 f : W → R，它恰有一个指标为 λ 的临界点。

证明. 令 Lλ 为 Rλ × Rn−λ = Rn 中满足

−1 ≤ −|~x|2 + |~y|2 ≤ 1, |~x| |~y| < (sinh 1)(cosh 1)

的点 (~x, ~y) 的集合。Lλ 是有两个边界的可微流形。左边界 −|~x|2 + |~y|2 = −1 在对应

(u, θv)←→ (u cosh θ, v sinh θ), 0 ≤ θ < 1,

下微分同胚于 Sλ−1 × D̊n−λ；右边界 −|~x|2 + |~y|2 = 1 在对应

(θu, v)←→ (u sinh θ, v cosh θ)

下微分同胚于 D̊λ × Sn−λ−1。
考察曲面 −|~x|2 + |~y|2 = 常数 的正交轨线（trajectory）。通过 (~x, ~y) 的轨线可参数

化为

t 7−→ (t~x, t−1~y).

若 ~x 或 ~y 为零，它是趋向原点的直线段；若二者都非零，它是一条双曲线，从左边界上
唯一确定的点 (u cosh θ, v sinh θ) 通到右边界上对应的点 (u sinh θ, v cosh θ)。

如下构造 n-流形 W = ω(V, φ)。从不交并(
V \ φ(Sλ−1 × 0)

)
×D1 t Lλ

出发。对 u ∈ Sλ−1、v ∈ Sn−λ−1、0 < θ < 1 与 c ∈ D1，把第一项中的 (φ(u, θv), c) 与
Lλ 中唯一满足下列条件的 (~x, ~y) 等同：

(1) −|~x|2 + |~y|2 = c；
(2) (~x, ~y) 位于通过 (u cosh θ, v sinh θ) 的正交轨线上。

容易看出，这个对应定义了微分同胚

φ
(
Sλ−1 × (D̊n−λ \ 0)

)
×D1 ←→ Lλ ∩

(
(Rλ \ 0)× (Rn−λ \ 0)

)
,

故 ω(V, φ) 是良定义的光滑流形。
ω(V, φ) 的两个边界分别对应 c = −1 与 c = 1。左边界可与 V 自然等同：若

z /∈ φ(Sλ−1× 0)，使 z 对应 (z,−1)；若 z = φ(u, θv)，使它对应 (u cosh θ, v sinh θ) ∈ Lλ。
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右边界可与 χ(V, φ) 自然等同：使 z ∈ V \ φ(Sλ−1 × 0) 对应 (z, 1)，并使 (θu, v) 对应
(u sinh θ, v cosh θ)。

定义 f : ω(V, φ)→ R：

f =

c, (z, c) ∈
(
V \ φ(Sλ−1 × 0)

)
×D1,

−|~x|2 + |~y|2, (~x, ~y) ∈ Lλ.

容易验证 f 是良定义的 Morse 函数，恰有一个指标为 λ 的临界点。

定理 3.13. 设 (W ;V, V ′) 是初等配边，其特征嵌入为

φL : Sλ−1 × D̊n−λ −→ V.

则 (W ;V, V ′) 微分同胚于三元组

(ω(V, φL);V, χ(V, φL)).

证明. 沿用定义 3.9 的记号，并令 V = V0、V ′ = V1。由定理 3.4，(
f−1[c0, c− ε2];V, V−ε

)
,

(
f−1[c+ ε2, c1];Vε, V

′)
都是乘积配边。因此 (W ;V, V ′) 微分同胚于

(Wε;V−ε, Vε), Wε = f−1[c− ε2, c+ ε2].

而 (ω(V, φL);V, χ(V, φL)) 显然微分同胚于

(ω(V−ε, φ);V−ε, χ(V−ε, φ)),

所以只需证明后二者与 (Wε;V−ε, Vε) 微分同胚。
定义 k : ω(V−ε, φ)→ Wε。对

(z, t) ∈
(
V−ε \ φ(Sλ−1 × 0)

)
×D1,

令 k(z, t) 为通过 z 的积分曲线上满足

f(k(z, t)) = ε2t+ c

的唯一一点；对 (~x, ~y) ∈ Lλ，令

k(~x, ~y) = g(ε~x, ε~y).

由 φ 与 ω(V−ε, φ) 的定义，以及 g 把 Lλ 中的正交轨线送到 Wε 中的积分曲线这一事实，
k 是良定义的微分同胚。
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定理 3.14. 设初等配边 (W ;V, V ′) 有一个恰有一个临界点、且该点指标为 λ 的 Morse
函数。固定一个类梯度向量场，令 DL 为与之对应的左圆盘。则 V ∪DL 是 W 的形变
收缩核。

推论 3.15. H∗(W,V ) 在维数 λ 上同构于 Z，在其他维数上为零。DL 表示 Hλ(W,V )

的一个生成元（generator）。

推论的证明. 由切除性（excision），

H∗(W,V ) ∼= H∗(V ∪DL, V )

∼= H∗(DL, SL)

∼=

Z, 维数为λ,

0, 其他维数.

定理 3.14 的证明. 由定理 3.13，可假定

W = ω(V, φL) =
(
V \ φL(S

λ−1 × 0)
)
×D1 t Lλ

（经过恰当的等同之后），并且

DL = {(~x, ~y) ∈ Lλ | |~y| = 0}.

令

C = {(~x, ~y) ∈ Lλ | |~y| ≤ 1
10
},

即 DL 的 1/10 柱状邻域。先定义从 W 到 V ∪ C 的形变收缩（deformation retraction）
rt，再定义从 V ∪ C 到 V ∪DL 的形变收缩 r′t，二者复合即为所需收缩。
第一次收缩：在 Lλ 外沿轨线退回 V；在 Lλ 中沿轨线走到 C 或 V 为止。具体地，

对

(v, c) ∈
(
V \ φL(S

λ−1 × D̊n−λ)
)
×D1

定义 rt(v, c) = (v, c− t(c+ 1))；对 (~x, ~y) ∈ Lλ 定义

rt(~x, ~y) =

(~x, ~y), |~y| ≤ 1
10
,

(~x/ρ, ρ~y), |~y| ≥ 1
10
,

其中 ρ = ρ(~x, ~y, t) 是 1/(10|~y|) 与下式关于 ρ 的正实根二者中的较大者：

−|~x|
2

ρ2
+ ρ2|~y|2 = (−|~x|2 + |~y|2)(1− t)− t.

当 |~y| ≥ 1/10 时，该方程有唯一的连续变化的正根。因此 rt 是从 W 到 V ∪ C 的良定
义收缩。
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V V

DL

C

图 3.3 从 W 到 V ∪ C 的收缩

第二次收缩：在 C 外令 r′t 为恒等映射（情形 1）。在 C 中沿竖直直线移向 V ∪DL，
并在 V ∩ C 附近放慢速度。对 (~x, ~y) ∈ C 定义

r′t(~x, ~y) =

(~x, (1− t)~y), |~x|2 ≤ 1 （情形 2）,

(~x, α~y), 1 ≤ |~x|2 ≤ 1 + 1
100
（情形 3）,

其中

α = (1− t) + t

(
|~x|2 − 1

|~y|2

)1/2

.

当 |~x|2 → 1、|~y|2 → 0 时，r′t 仍连续；当 |~x|2 = 1 时两个定义相符。
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情形 1 情形 1

情形 2

情形 3 情形 3

图 3.4 从 V ∪ C 到 V ∪DL 的收缩

这就证明了定理 3.14。

注记. 最后简述怎样把上述大部分结果推广到多个临界点的情形。设 (W ;V, V ′) 是三
元组，f : W → R 是 Morse 函数，其临界点 p1, . . . , pk 位于同一高度，指标分别为
λ1, . . . , λk。选取类梯度向量场，得到两两不交的特征嵌入

φi : S
λi−1 × D̊n−λi −→ V, i = 1, . . . , k.

仿照定理 3.12，以不交并(
V \

k⋃
i=1

φi(S
λi−1 × 0)

)
×D1 t Lλ1 t · · · t Lλk

构造光滑流形 ω(V ;φ1, . . . , φk)，并对每个 i 沿相应的正交轨线作同样的等同。
如定理 3.13 的证明可知，W 微分同胚于 ω(V ;φ1, . . . , φk)；如定理 3.14，V ∪D1 ∪

· · · ∪ Dk 是 W 的形变收缩核，其中 Di 是 pi 的左圆盘。若 λ1 = · · · = λk = λ，则
H∗(W,V ) 在维数 λ 上同构于 Z⊕ · · · ⊕Z（k 项），在其他维数上为零；D1, . . . , Dk 表示
Hλ(W,V ) 的生成元。这些生成元实际上完全由给定的 Morse 函数决定，不依赖于类梯
度向量场的选择（见 [4, p. 20]）。
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本节起，c 表示一个配边，而不再像第 1 节那样表示配边的等价类。设两个初等配
边的复合 cc′ 等价于另两个初等配边的复合 dd′，并且

index(c) = index(d′), index(c′) = index(d).

此时称复合 cc′ 可以重排。何时能够重排？
回忆一下，表示 cc′ 的三元组 (W ;V0, V1) 上存在 Morse 函数 f : W → [0, 1]，它恰

有两个临界点 p, p′，满足

index(p) = index(c), index(p′) = index(c′), f(p) < 1
2
< f(p′).

给定 f 的类梯度向量场 ξ，从 p出发的轨线与 V = f−1(1
2
)相交成一个嵌入球面 SR，称

为 p 的右球面；趋向 p′ 的轨线与 V 相交成另一个嵌入球面 S ′
L，称为 p′ 的左球面。下

述定理说明：若 SR ∩ S ′
L = ∅，则 cc′ 可以重排。

定理 4.1（初步重排定理）. 设三元组 (W ;V0, V1) 上的 Morse 函数 f 恰有两个临界点
p, p′。若存在 f 的类梯度向量场 ξ，使由趋向 p 或从 p 出发的轨线上的点连同 p 组成的
紧集 Kp 与相应的紧集 Kp′ 不交，则在 f(W ) = [0, 1] 时，对任意 a, a′ ∈ (0, 1)，存在新
的 Morse 函数 g，满足：

(a) ξ 仍是 g 的类梯度向量场；
(b) g 的临界点仍为 p, p′，且 g(p) = a、g(p′) = a′；
(c) g 在 V0 ∪ V1 附近与 f 相同，并在 p 和 p′ 各自的某个邻域内等于 f 加一个常数。

p

p′

Kp

Kp′

V0 V1

图 4.1

27
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证明. 记 K = Kp ∪ Kp′。显然，经过 W \ K 中任一点的轨线都从 V0 通向 V1。把
q ∈ W \K 映到其轨线与 V0 的唯一交点，得到光滑映射

π : W \K −→ V0

（参见定理 3.4）；而当 q趋近K时，π(q)也趋近K∩V0。在 V0上取光滑函数 µ : V0 → [0, 1]，
使它在左球面 Kp ∩ V0 附近为零，在球面 Kp′ ∩ V0 附近为一。于是 µ 唯一延拓为光滑
函数

µ̄ : W −→ [0, 1],

使其沿每条轨线为常数，在 Kp 附近为零，在 Kp′ 附近为一。
定义

g : W −→ [0, 1], g(q) = G
(
f(q), µ̄(q)

)
,

其中 G : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1] 是满足下列条件的任意光滑函数（见图 4.2）：
(i) 对所有 x, y，

∂G

∂x
(x, y) > 0；当 x 从 0 增至 1 时，G(x, y) 从 0 增至 1；

(ii) G(f(p), 0) = a，G(f(p′), 1) = a′；
(iii) 当 x 接近 0 或 1 时，对所有 y 都有 G(x, y) = x，并且

∂G

∂x
(x, 0) = 1 在 f(p) 的某个邻域内,

∂G

∂x
(x, 1) = 1 在 f(p′) 的某个邻域内.

x

z

f(p) f(p′)

a

a′

z = G(x, 0)

z = G(x, 1)

图 4.2

容易验证，g 满足 (a)、(b)、(c)。

4.2. 推广. 定理 4.1 中，容许 f 有两组临界点

{p1, . . . , pk}, {p′1, . . . , p′ℓ},
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第一组全在同一水平集（level set）f−1(f(p))，第二组全在同一水平集 f−1(f(p′))，则结
论仍然成立；证明不变。
沿用前述记号（见27 页）8，令

λ = index(c), λ′ = index(c′), n = dimW.

若
dimSR + dimS ′

L < dimV,

即
(n− λ− 1) + (λ′ − 1) < n− 1,

也就是 λ ≥ λ′，则维数留出的余地足以把 SR 移开，使它避开 S ′
L。这一点由下述定理

精确表述。

定理 4.4. 若 λ ≥ λ′，则可在 V 的任意预先指定的小邻域内修改 f 的类梯度向量场，
使 V 中相应的新球面 SR 与 S ′

L 不交。更一般地，若配边 c 上 f 有若干个指标为 λ 的
临界点 p1, . . . , pk，配边 c′ 上 f 有若干个指标为 λ′ 的临界点 p′1, . . . , p

′
ℓ，则可同样修改

类梯度向量场，使 V 中相应的新球面两两不交。

定义 4.5. 设 Mm ⊂ V v 是子流形。若开邻域 U 微分同胚于 Mm × Rv−m，且在此微
分同胚下 Mm 对应于 Mm × {0}，则称 U 是 Mm 在 V v 中的一个乘积邻域（product
neighborhood）。

引理 4.6. 设 M,N 是 v 维流形 V 中分别为 m 维、n 维的子流形。若 M 在 V 中有
乘积邻域，并且 m + n < v，则存在与恒等映射光滑同痕的微分同胚 h : V → V，使
h(M) ∩N = ∅。

注记. 要求 M 有乘积邻域并非必要，但有了这一条件，证明会简洁许多。

证明. 设
k :M × Rv−m −→ U ⊂ V

是到 M 的乘积邻域 U 上的微分同胚，并满足 k(M × {~0}) = M。令 N0 = U ∩N，考
察复合映射

g = π ◦ k−1|N0 : N0 −→ Rv−m,

其中 π :M × Rv−m → Rv−m 为自然投影。
子流形 k(M × {~x}) 与 N 相交，当且仅当 ~x ∈ g(N0)。若 N0 非空，则

dimN0 = n < v −m.

由 Sard 定理（见 de Rham [1, p. 10]），g(N0) 在 Rv−m 中为零测集。因此可以选取
~u ∈ Rv−m \ g(N0)。

8译注：原文指向第 37 页，在本译本中为27 页。
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下面构造一个与恒等映射同痕、且把 M 映到 k(M ×{~u}) 的自微分同胚。取 Rv−m

上的光滑向量场 ζ(~x)，使

ζ(~x) = ~u (|~x| ≤ |~u|), ζ(~x) = 0 (|~x| ≥ 2|~u|).

ζ 有紧支集，而 Rv−m 无边界，所以它的积分曲线 ψ(t, ~x) 对一切 t ∈ R 都有定义（参
见 Milnor [4, p. 10]）。其中 ψ(0, ~x) 是恒等映射，ψ(1, ~x) 是把 ~0 映到 ~u 的微分同胚，而
0 ≤ t ≤ 1 时的 ψ(t, ~x) 给出二者之间的光滑同痕。
由于该同痕在 Rv−m 的一个有界集之外保持各点不动，可在 V 上定义

ht(w) =

k
(
q, ψ(t, ~x)

)
, w = k(q, ~x) ∈ U,

w, w ∈ V \ U.

于是 h = h1 就是所需的微分同胚。

定理 4.4 的证明. 为简化记号，只证定理的第一个断言；一般情形同理。
球面 SR 在 V 中有乘积邻域（参见定义 3.9），故由引理 4.6，存在与恒等映射光滑

同痕的微分同胚 h : V → V，使

h(SR) ∩ S ′
L = ∅.

下面用这条同痕修改 ξ。
取充分接近 1

2
的 a < 1

2
，使 f−1[a, 1

2
] 落在预先指定的 V 的邻域内。归一化向量场

ξ̂ =
ξ

ξ(f)

的积分曲线给出微分同胚

φ : [a, 1
2
]× V −→ f−1[a, 1

2
],

满足

f(φ(t, q)) = t, φ(1
2
, q) = q ∈ V.

取从恒等映射到 h 的光滑同痕 ht : V → V，并作调整，使 t 接近 a 时 ht 为恒等映射，
t 接近 1

2
时 ht = h。定义

H : [a, 1
2
]× V −→ [a, 1

2
]× V, H(t, q) = (t, ht(q)).

则

ξ′ = (φ ◦H ◦ φ−1)∗ξ̂

是 f−1[a, 1
2
] 上的光滑向量场；它在 f−1(a) 与 f−1(1

2
) = V 附近同 ξ̂ 一致，并恒有

ξ′(f) = 1。因此，在 f−1[a, 1
2
] 上取 ξ(f)ξ′、在其余各处仍取 ξ，便得到 f 的新类梯度向

量场。
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f−1(a) V

SR

SR = h(SR)

p

p′

S ′
L

图 4.4

对每个固定的 q ∈ V，曲线 φ(t, ht(q)) 给出新向量场的一条轨线，它在 V 中从

φ(1
2
, h(q)) = h(q)

相交。于是，p 在 f−1(a) 中的右球面 φ({a} × SR) 沿新轨线被送到 h(SR)；故 h(SR) 正
是 p 的新右球面。左球面 S ′

L 未变。记新右球面为 SR = h(SR)，则

SR ∩ S ′
L = h(SR) ∩ S ′

L = ∅.

定理 4.4 证毕。
上述论证还给出一个以后经常用到的引理。

引理 4.7. 设三元组 (W ;V0, V1) 上给定 Morse 函数 f 及类梯度向量场 ξ，V = f−1(b)

是非临界水平集（noncritical level set），h : V → V 是与恒等映射同痕的微分同胚。若
a < b，且 f−1[a, b] 内没有临界点，则可构造 f 的新类梯度向量场 ξ̄，使：

(a) ξ̄ 在 f−1(a, b) 之外与 ξ 相同；
(b) φ̄ = h ◦ φ，其中 φ, φ̄ : f−1(a)→ V 分别由沿 ξ、ξ̄ 的轨线前行得到。
把 f 换成 −f，可得右侧的对应结论：可在 f−1(b, c)（b < c）内修改向量场。
由推论 2.109，每个配边都可分解为有限多个初等配边的复合。结合初步重排定

理 4.1、4.2 与定理 4.4，便得：

定理 4.8（重排定理）. 任一配边 c 都可写成

c = c0c1 · · · cn, n = dim c,

其中每个 ck 都有一个只含一个临界水平的 Morse 函数，且该水平集上的全部临界点指
标均为 k。

9译注：原文此处误引为推论 2.11；原书对应结果的编号为 2.10。
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不用配边的语言，可将结论改述为 Morse 函数的下述命题。

定理 4.8 的另一表述. 给定三元组 (W ;V0, V1) 上的任一 Morse 函数，都存在一个新的
Morse 函数（仍记为 f），其临界点不变、各临界点指标不变，并且

(1) f(V0) = −1
2
，f(V1) = n+ 1

2
；

(2) 对 f 的每个临界点 p，f(p) = index(p)。

定义 4.9. 这样的 Morse 函数称为自指标 Morse 函数（self-indexing Morse function），
原文亦称“好”。
定理 4.8 归功于 Smale [8] 与 Wallace [9]。
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重排定理自然引出另一个问题：指标为 λ的初等配边与指标为 λ+1 的初等配边复
合后，何时等价于乘积配边？图 5.1给出了二维情形的一种可能。

图 5.1

设 f 是表示 cc′ 的三元组 (W n;V0, V1) 上的 Morse 函数，临界点 p, p′ 的指标分别
为 λ, λ+ 1，且

f(p) < 1
2
< f(p′).

f 的类梯度向量场 ξ 在 V = f−1(1
2
) 中确定 p 的右球面 SR 和 p′ 的左球面 S ′

L。注意

dimSR + dimS ′
L = (n− λ− 1) + λ = n− 1 = dimV.

定义 5.1. 设 Mm, Nn ⊂ V v 是两个子流形。若对每个 q ∈M ∩N，M 与 N 在 q 处的
切向量合起来张成 TqV，则称 M,N横截相交（intersect transversely）。（若 m+ n < v，
上述张成不可能发生，此时“横截相交”只表示 M ∩N = ∅。）
为证明本节的主要结果定理 5.4，先作准备。

定理 5.2. 可以适当选择类梯度向量场 ξ，使 SR 与 S ′
L 在 V 中横截相交。

证明要用到下述引理，记号沿用定义 5.1。

引理 5.3. 若 M 在 V 中有乘积邻域，则存在与恒等映射光滑同痕的自微分同胚 h :

V → V，使 h(M) 与 N 横截相交。

注记. 该引理表面上包含引理 4.6；事实上，两者的证明几乎相同。这里对 M 所作的
乘积邻域假设也并非必要。

33
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证明. 与引理 4.6 一样，取乘积邻域上的微分同胚

k :M × Rv−m −→ U ⊂ V, k(M × {~0}) =M.

令 N0 = U ∩N，并考察

g = π ◦ k−1|N0 : N0 −→ Rv−m,

其中 π :M × Rv−m → Rv−m 是自然投影。
k(M × {~x}) 不与 N 横截相交，当且仅当 ~x 是 g 的某个临界点 q ∈ N0 的像，且 g

在 q 处秩小于最大值 v−m。由 Sard定理（见 Milnor [10, p. 10]与 de Rham [1, p. 10]），
g 的临界点集合 C ⊂ N0 的像 g(C) 在 Rv−m 中为零测集。因此可取

~u ∈ Rv−m \ g(C).

再像引理 4.6 那样，构造从 V 的恒等映射到某个自微分同胚 h 的同痕，使 h(M) =

k(M × {~u})。后者与 N 横截相交，引理得证。

定理 5.2 的证明. 由引理 5.3，存在与恒等映射光滑同痕的微分同胚 h : V → V，使
h(SR) 与 S ′

L 横截相交。应用引理 4.7 修改 ξ，使新右球面为 h(SR)，左球面保持不变。
定理得证。

本节以下均假设 SR 与 S ′
L 横截相交。由于 dimSR + dimS ′

L = dimV，交集由有限
多个孤立点组成。事实上，若 q0 ∈ SR ∩ S ′

L，则 q0 在 V 中有坐标邻域 U，坐标函数为
x1(q), . . . , xn−1(q)，使 xi(q0) = 0，并且

U ∩ SR = {x1 = · · · = xλ = 0}, U ∩ S ′
L = {xλ+1 = · · · = xn−1 = 0}.

显然，SR ∩ S ′
L ∩U 只有 q0。因此，从 p 通向 p′ 的轨线只有有限条，并与 SR ∩ S ′

L 中的
点一一对应。
沿用前述记号（见33 页）10，现给出本节的主要定理。

定理 5.4（第一消去定理）. 若 SR 与 S ′
L 横截相交，且交集只有一点，则该配边是乘

积配边。更确切地说，可在从 p 到 p′ 的唯一轨线 T 的任意小邻域内修改 ξ，得到处处
非零的向量场 ξ′；它的每条轨线都从 V0 通向 V1。此外，ξ′ 是某个无临界点的 Morse 函
数 f ′ 的类梯度向量场，而 f ′ 在 V0 ∪ V1 附近与 f 相同。（见图 5.2。）

注记. 这一证明源于 M. Morse [11, 32]，颇为艰深。不计技术性的定理 5.6，证明见35–
38 页。11

10译注：原文指向第 45 页，在本译本中为33 页。
11译注：原文称证明占下文十页；在本译本中见35–38 页。
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修改前

修改后

V0

W V1

p′

p

图 5.2

先在 ξ 沿 T 具有特殊形式的假设下证明定理。

预备假设 5.5. 从 p 到 p′ 的轨线 T 有邻域 UT 及坐标卡 g : UT → Rn，满足：
1) p, p′ 分别对应于 (0, . . . , 0) 与 (1, 0, . . . , 0)；
2) 若 g(q) = ~x，则

g∗ξ(q) = ~η(~x) =
(
v(x1),−x2, . . . ,−xλ,−xλ+1, xλ+2, . . . , xn

)
;

3) v(x1) 是光滑函数，在 (0, 1) 上为正，在 0, 1 处为零，在其余各处为负；并且在
x1 = 0, 1 附近有 |v′(x1)| = 1。

x1

y
y = v(x1)

0 1

图 5.3
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断言 1. 给定 T 的开邻域 U，总能在其中找到更小的邻域 U ′，使任何轨线都不会从 U ′

出发，离开 U 后又返回 U ′。

证明. 反设不然。则存在部分轨线序列 T1, T2, . . .，其中 Tk 从 rk 出发，经过 U 外的一
点 sk，再到 tk，且 rk, tk 都趋近 T。由于 W \ U 紧，可假设 sk → s ∈ W \ U。
经过 s 的积分曲线 ψ(t, s) 必从 V0 来，或向 V1 去，或两者兼有；否则就会出现第

二条从 p 到 p′ 的轨线。且设它从 V0 来。由积分曲线对初值 s′ 的连续依赖性，s 附近各
点的轨线也都起于 V0。从 V0 到 s′ 的部分轨线 Ts′ 紧，因而在任一度量下，它到 T 的最
短距离 d(s′) 连续依赖于 s′；在 s 的某个邻域内，d(s′) 有统一的正下界。然而 rk ∈ Tsk，
故 rk 不可能趋近 T，矛盾。

取 T 的任意开邻域 U，使 U ⊂ UT；再取断言 1给出的“安全”邻域

T ⊂ U ′ ⊂ U.

断言 2. 可以只在 U ′ 的一个紧子集上修改 ξ，得到处处非零的向量场 ξ′，使每条经过
U 中某点的 ξ′-积分曲线都曾在某个时刻 t′ < 0 位于 U 外，并会在某个时刻 t′′ > 0 再
次离开 U。

证明. 在局部坐标中，把

~η(~x) =
(
v(x1),−x2, . . . ,−xλ+1, xλ+2, . . . , xn

)
换成光滑向量场

~η′(~x) =
(
v′(x1, ρ),−x2, . . . ,−xλ+1, xλ+2, . . . , xn

)
, ρ = (x22 + · · ·+ x2n)

1/2,

其中
(i) 在 g(U ′) 中 g(T ) 的某个紧邻域之外，v′(x1, ρ(~x)) = v(x1)；
(ii) v′(x1, 0) 处处为负。

x1

y
y = v(x1)

y = v′(x1, 0)
0 1

图 5.4

这样便在 W 上得到处处非零的向量场 ξ′。它在 UT 内的积分曲线满足

dx1
dt

= v′(x1, ρ),
dx2
dt

= −x2, . . . ,
dxλ+1

dt
= −xλ+1,

dxλ+2

dt
= xλ+2, . . . ,

dxn
dt

= xn.
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考察初值为 (x01, . . . , x
0
n) 的积分曲线 ~x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))，让 t 增大。

若 x0λ+2, . . . , x
0
n 中有一个非零，不妨设 x0n 6= 0，则

|xn(t)| = |x0net|

指数增长，所以 ~x(t) 终将离开 g(U)，因为 g(U) 紧，因而有界。
若 x0λ+2 = · · · = x0n = 0，则

ρ(~x(t)) =
(
(x02)

2 + · · ·+ (x0λ+1)
2
)1/2

e−t

指数衰减。假设 ~x(t) 始终留在 g(U) 内。由于 v′(x1, ρ) 在 x1 轴上为负，可取充分小的
δ > 0，使它在紧集

Kδ = {~x ∈ g(U) | ρ(~x) ≤ δ}

上为负。因此它在 Kδ 上有负的上界 −α < 0。当 t 充分大时，ρ(~x(t)) ≤ δ，此后

dx1(t)

dt
≤ −α.

于是 ~x(t) 终究仍要离开有界集 g(U)。让 t 减小时，同样的论证也说明 ~x(t) 必离开
g(U)。

断言 3. ξ′ 的每条轨线都从 V0 通向 V1。

证明. 若一条 ξ′-积分曲线曾进入 U ′，由断言 2，它最终会离开 U。离开 U ′ 后，它沿
ξ 的轨线运行；一旦走出 U，由断言 1，它便永远不会再进入 U ′，故必沿 ξ 的某条轨线
通向 V1。反向同理，它必起于 V0。若一条 ξ′-积分曲线从未进入 U ′，它就是一条从 V0

通向 V1 的 ξ-积分曲线。

断言 4. ξ′ 自然确定一个微分同胚

φ : ([0, 1]× V0; {0} × V0, {1} × V0) −→ (W ;V0, V1).

证明. 设 ψ(t, q) 是 ξ′ 的积分曲线族。ξ′ 在 ∂W 上处处不相切；由隐函数定理，每点
q ∈ W 到达 V1 所需的时间 τ1(q)，以及它自 V0 出发所历时间 τ0(q)，都光滑依赖于 q。
故投影

π : W −→ V0, π(q) = ψ(−τ0(q), q)

也是光滑的。向量场 τ1(π(q))ξ
′(q) 的积分曲线都恰用单位时间从 V0 走到 V1。为简化记

号，不妨从一开始就假定 ξ′ 已有此性质。于是

φ(t, q0) = ψ(t, q0), φ−1(q) = (τ0(q), π(q)),

所需结论即得。

断言 5. ξ′ 是 W 上某个 Morse 函数 g 的类梯度向量场；g 没有临界点，并在 V0 ∪ V1
的某个邻域内与 f 相同。



38 第 5 节 消去定理

证明. 由断言 4，只需构造 Morse 函数

g : [0, 1]× V0 −→ [0, 1]

使 ∂g/∂t > 0，并使 g 在 {0}×V0∪{1}×V0 附近与 f1 = f ◦φ相同；可假设 V0 = f−1(0)、
V1 = f−1(1)。
显然存在 δ > 0，使对所有 q ∈ V0，当 t < δ 或 t > 1 − δ 时都有 ∂f1/∂t(t, q) > 0。

取光滑函数 λ : [0, 1]→ [0, 1]，使它在 [δ, 1− δ] 上为零，在 0, 1 附近为一。令

g(u, q) =

∫ u

0

(
λ(t)

∂f1
∂t

(t, q) + (1− λ(t))k(q)
)
dt,

其中

k(q) =

1−
∫ 1

0

λ(t)
∂f1
∂t

(t, q) dt∫ 1

0

(1− λ(t)) dt
.

取 δ 充分小，可使 k(q) > 0 对一切 q ∈ V0 成立。于是 g 具备所需性质。
在预备假设成立时，第一消去定理 5.412已证。为证明一般情形，还须证明：

断言 6. 若 SR 与 S ′
L 只有一个横截交点，则总能另选类梯度向量场 ξ′，使预备假设

5.5成立。

注记. 余下的证明见38–45 页，分两步进行：13先把问题归结为一个技术性引理（定
理 5.6），再证明该引理。

证明. 在 Rn 上取预备假设 5.5所述形式的向量场 ~η(~x)，其奇点为原点 0 和 x1 轴上的
单位点 e。函数

F (~x) = f(p) + 2

∫ x1

0

v(t) dt− x21 − · · · − x2λ+1 + x2λ+2 + · · ·+ x2n

是 Rn 上的 Morse函数，~η 是它的类梯度向量场。适当选择 v(x1)，可以使 F (e) = f(p′)，
即

2

∫ 1

0

v(t) dt = f(p′)− f(p).

由类梯度向量场的定义 3.1，在临界点 p, p′ 各自的某个坐标系中，f 都可写成指标
相应的二次型 ±x21 ± · · · ± x2n，而 ξ 的坐标为 (±x1, . . . ,±xn)。由此容易验证，存在水
平值

a1 = f(p) < b1 < b2 < f(p′) = a2

以及从 0, e 的互不相交闭邻域 L1, L2 到 p, p′ 的邻域上的微分同胚 g1, g2，满足：
(a) gi 把 ~η 映到 ξ、把 F 映到 f，并把线段 0e 上的点映到 T 上；

12译注：原文此处两次将第一消去定理误记为 5.5，应为 5.4；5.5 是预备假设的编号。
13译注：原文称证明占本节最后十二页；在本译本中见38–45 页。
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(b) 令 pi = T ∩ f−1(bi)，i = 1, 2。则 g1(L1) 是 f−1[a1, b1] 中线段 pp1 的邻域，而
g2(L2) 是 f−1[b2, a2] 中线段 p2p

′ 的邻域（见图 5.5）。

p

p1
p2 p′

T

f−1(b1) f−1(b2)

0 e

U0 U1

L0

L1
L2

x1

g1

g2

图 5.5

~η 的轨线从 g−1
1 (p1) 在 g−1

1 f−1(b1) 中的一个小邻域 U1 出发，到达 g−1
2 f−1(b2) 中的

点；这些点构成 U1 的微分同胚像 U2。轨线扫出的集合 L0 微分同胚于 U1 × [0, 1]，而
L1 ∪L0 ∪L2 是线段 0e 的邻域。g1 唯一延拓为 L1 ∪L0 到 W 中的光滑嵌入 ḡ1，使 ~η 的
轨线映到 ξ 的轨线，F 的水平集映到 f 的水平集。
暂且假设 U2 到 f−1(b2) 中由 ḡ1, g2 给出的两个嵌入，在 U2 中 g−1

2 (p2) 的某个小邻
域上相同。于是 ḡ1, g2 合成线段 0e 的一个小邻域 A 到 W 中 T 的邻域上的微分同胚 ḡ，
并保持轨线和水平集。因此在 ḡ(A) 上存在正光滑函数 k，使

ḡ∗~η = kξ.

缩小 A 后，可把 k 延拓为 W 上处处为正的光滑函数。于是 ξ′ = kξ 是满足预备假设
5.5的类梯度向量场。上述假设成立时，断言 6已证。
一般情形下，ξ 给出微分同胚

h : f−1(b1) −→ f−1(b2),

而 ~η 给出微分同胚 h′ : U1 → U2。前段的假设成立，当且仅当 h 在 p1 附近与

h0 = g2 ◦ h′ ◦ g−1
1
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相同。由引理 4.7，任何与 h 同痕的微分同胚都对应于一个新的类梯度向量场，而且只
在 f−1(b1, b2) 内有别于 ξ。所以，只需把 h 变形为微分同胚 h̄，使它在 p1 附近与 h0 相
同，同时让水平集 f−1(b2) 中的新右球面 h̄(SR(b1)) 与 S ′

L(b2) 仍只有一个横截交点 p2。
括号中的 b1, b2 表示球面所在的水平。
为方便起见，改为给出 h−1

0 h 的同痕：在 p1 的极小邻域内把它变形，使它在更小邻
域上等于恒等映射。必要时先略作调整 g2，可使 h−1

0 h 在

p1 = h−1
0 h(p1)

处保持定向（orientation），并使 h−1
0 h(SR(b1)) 与 SR(b1) 在 p1 处同 SL(b1) 的相交数

（intersection number）相同（均为 +1 或均为 −1）。相交数的定义见第 6 节。下述局部
定理给出所需同痕。
令 n = a+ b。把 x ∈ Rn 写成 x = (u, v)，其中 u ∈ Ra、v ∈ Rb；并分别把 u, v 视

为 Rn 中的 (u, 0), (0, v)。

定理 5.6. 设 h : Rn → Rn 是保持定向的嵌入，并且：
1) h(0) = 0，其中 0 表示 Rn 的原点；
2) h(Ra) 与 Rb 只交于原点，交是横截的，相交数为 +1；约定 Ra 与 Rb 的相交数
为 +1。

则对原点的任意邻域 N，存在光滑同痕

h′t : Rn −→ Rn, 0 ≤ t ≤ 1, h′0 = h,

满足：
(I) 对 x = 0 以及 x ∈ Rn \N，均有 h′t(x) = h(x)，0 ≤ t ≤ 1；

(II) 在原点的某个小邻域 N1 上，h′1(x) = x；
(III) h′1(Ra) ∩ Rb = {0}。

Ra

Rb

h (Ra)

h
′
1

(
Rb
)

O

h(N)

图 5.6
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引理 5.7. 设 h : Rn → Rn 满足定理 5.6 的假设。则存在光滑同痕 ht : Rn → Rn，
0 ≤ t ≤ 1，使：

(i) h0 = h，h1 是 Rn 的恒等映射；
(ii) 对每个 t ∈ [0, 1]，ht(Ra) ∩ Rb = {0}，且交是横截的。

证明. 因 h(0) = 0，可写

h(x) = x1h
1(x) + · · ·+ xnh

n(x), x = (x1, . . . , xn),

其中 hi(x) 是光滑向量值函数，且

hi(0) =
∂h

∂xi
(0), i = 1, . . . , n

（见 Milnor [4, p. 6]）。定义

h1−t(x) =

t−1h(tx) = x1h
1(tx) + · · ·+ xnh

n(tx), t > 0,

x1h
1(0) + · · ·+ xnh

n(0), t = 0.

这给出从 h 到线性映射

h1(x) = x1h
1(0) + · · ·+ xnh

n(0)

的光滑同痕。h(Ra) 与 ht(Ra) 在原点具有同一个定向切基 h1(0), . . . , ha(0)，故对所有 t，
ht(Ra) 与 Rb 在原点横截相交且相交数为正；并且显然 ht(Ra) ∩ Rb = {0}。若 h1 是恒
等线性映射，证明结束。
否则，考虑集合 Λ ⊂ GL(n,R)：它由所有保持定向、可逆的线性变换 L 组成，并

要求 L(Ra) 与 Rb 横截相交且相交数为正。换言之，L 的矩阵形如

L =

(
A ∗
∗ ∗

)
,

其中 A 为 a× a 矩阵，且
detL > 0, detA > 0.

断言. 任给 L ∈ Λ，存在光滑同痕 Lt，0 ≤ t ≤ 1，在 Λ 内把 L 变形到恒等映射；等价
地，Λ 中有一条从 L 到恒等映射的光滑道路。

证明. 把前 a 行（列）之一的数乘加到后 b 行（相应地，列）之一上，可由 Λ 内的光
滑变形实现。有限次这类运算把 L 化为

L′ =

(
A 0

0 B

)
,

其中 B 为 b× b 矩阵，并且必有 detB > 0。众所周知，对 A 作有限次初等运算，每次
都可在 GL(a,R) 内实现为变形，便可把 A 化为恒等矩阵；B 亦然。因此存在光滑变形
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At, Bt，0 ≤ t ≤ 1，分别把 A,B 化为恒等矩阵，并始终满足 detAt > 0、detBt > 0。它
们给出 Λ 内从 L′ 到恒等映射的变形。断言得证，引理 5.7 也随之得证。

定理 5.6 的证明. 取引理 5.7 给出的同痕 ht。在 N 中取以 0 为心的开球 E，并令 d 为
0 到 Rn \ h(E) 的距离。由于 ht(0) = 0，且 [0, 1] 紧，可取以 0 为心的小开球 E1，使
E1 ⊂ E，并使

|ht(x)| < d (x ∈ E1, 0 ≤ t ≤ 1).

先定义

h̄t(x) =

ht(x), x ∈ E1,

h(x), x ∈ Rn \ E.

此时它只在 E1 ∪ (Rn \E) 上给出 h 的同痕。第一步是把它延拓为 h 的同痕，并至少满
足定理 5.6 的 (I)、(II)。

先注意，h 的任一同痕 ht 都与保水平的光滑嵌入（level-preserving smooth embed-
ding）

H : [0, 1]× Rn −→ [0, 1]× Rn

一一对应，关系为

H(t, x) = (t, ht(x)).

H 在其像上确定向量场

~τ(t, y) = H(t, x)∗
∂

∂t
=

(
1,
∂ht(x)

∂t

)
, (t, y) = H(t, x).

该向量场与嵌入 h0 一起，完全确定 ht，从而也确定 H。事实上

ψ(t, y) =
(
t, ht ◦ h−1

0 (y)
)

是以 (0, y) ∈ {0} × h0(Rn) 为初值的唯一积分曲线族。
这提示我们采用 R. Thom 的方法：先把向量场

~τ(t, y) =

(
1,
∂h̄t
∂t

(h̄−1
t (y))

)

延拓为 [0, 1]× Rn 上形如 (1, ~ζ(t, y)) 的向量场，从而把同痕 h̄t 延拓到整个 [0, 1]× Rn。
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h (Rn)h(E)

h(E1)

图 5.8：向量场 ~τ(t, y)

h̄t 显然可以延拓到其闭定义域

[0, 1]×
(
E1 ∪ (Rn \ E)

)
的某个小开邻域；这便把 ~τ(t, y) 延拓到其闭定义域的某个邻域 U。乘以一个在原闭定
义域上恒为一、在 U 外为零的光滑函数，就得到 [0, 1] × Rn 上的延拓。最后把第一坐
标改为一，得到光滑延拓

~τ ′(t, y) = (1, ~ζ(t, y)).

对所有 y ∈ Rn、t ∈ [0, 1]，相应的积分曲线族 ψ(t, y) 都有定义。若 y ∈ Rn \ h(E)，
结论显然；若 y ∈ h(E)，则积分曲线始终留在紧集 [0, 1]× h(E) 中。ψ 给出保水平的光
滑嵌入

ψ : [0, 1]× Rn −→ [0, 1]× Rn.

方程
ψ(t, y) =

(
t, h̄t ◦ h−1(y)

)
反过来定义 h̄t 的所需延拓；它是 h 的光滑同痕，并至少满足定理 5.6 的 (I)、(II)。
类似的论证给出 R. Thom的下述定理，第 8节还会用到它。完整证明见 Milnor [12,

p. 5] 或 Thom [13]。

定理 5.8（同痕扩张定理（isotopy extension theorem））. 设 M 是无边界光滑流形
N 的紧光滑子流形。若 ht（0 ≤ t ≤ 1）是包含映射 i : M ⊂ N 的光滑同痕，则它是恒
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等映射 N → N 的某个光滑同痕 h′t 的限制，并且 h′t 在 N 的某个紧子集之外保持各点
不动。

定理 5.6 的证明（续）. 回到定理 5.6 的证明，以 h̄t 表示上述延拓。若 h̄t 使 Ra 的像
与 Rb 产生新的交点，定理 5.6 的条件 (III) 就会失效，如图 5.9所示。

Ra

Rb

h (Ra)

h1 (Ra)

h(E)

E1 = h(E1)

图 5.9

因此，只能先取很小的 t，例如 t ≤ t′，以免产生新交点。随后重复上述过程，继续
变形 h̄t′；这一次只改动 E1 中的点，而 h̄t′ 在那里同 ht′ 一致。有限步后便得到所需同
痕。细节如下。

引理 5.7 的同痕 ht 可写成

ht(x) = x1h
1(t, x) + · · ·+ xnh

n(t, x), (?)

其中 hi(t, x) 关于 t, x 光滑，且

hi(t, 0) =
∂ht
∂xi

(0).

Milnor [4, p. 6] 中的证明可原样带入参数 t。

引理 5.9. 存在正常数 K, k，使对原点某邻域内的所有 x 及一切 t ∈ [0, 1]，都有

1)
∣∣∣∣∂ht(x)∂t

∣∣∣∣ < K|x|；

2) 当 x ∈ Ra 时，|πa ◦ ht(x)| > k|x|，其中 πa : Rn → Ra 是自然投影。

证明. 第一式由微分(?)得到。第二式来自如下事实：对紧区间 [0, 1]中的每个 t，ht(Ra)

都与 Rb 横截。
最后用归纳步骤完成定理 5.6的证明。假设已经得到与 h同痕的嵌入 h̃ : Rn → Rn，

满足：
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1) 对某个 t0 ∈ [0, 1]，h̃(x) 在 0 附近与 ht0(x) 相同，在 N 外与 h(x) 相同；
2) h̃(Ra) ∩ Rb = {0}。

把前述构造（见42–43 页）14应用于 h̄t，其中以 h̃ 代替 h，以 [t0, 1] 代替 [0, 1]，并作以
下两项特殊选择。

(a) 在 N 中取球 E，小到使 x ∈ E 时 h̃(x) = ht0(x)，且引理 5.9 的不等式成立。
在 h̄t 的初始定义域

[t0, 1]×
(
E1 ∪ (Rn \ E)

)
上有 ∣∣∣∣∂h̄t(x)∂t

∣∣∣∣ < Kr, r = E 的半径. (§)

∂h̄t(x)/∂t 是 ~τ(t, y) 的 Rn 分量。由前述构造（见42 页）15，可以再作选择：
(b) 使 ~τ(t, y) 延拓后的 Rn 分量 ~ζ(t, y) 的模处处小于 k1r。

于是 h̄t 在 [t0, 1]× Rn 上处处满足 (§)。
断言在

t0 ≤ t ≤ t0 +
k

K

内，h̄t(Ra) 与 Rb 不会产生新交点。事实上，若 x ∈ Ra ∩ (E \ E1)，则 ht0(x) 到 Rb 的
距离为

|πah̄t0(x)| = |πaht0(x)| > kr.

故由 (§)，在上述 t 的范围内，

|πah̄t(x)| > kr − (t− t0)Kr ≥ 0.

最后，为使这类同痕能够复合，可重参数化，使

t0 ≤ t ≤ t′0 = min
(
1, t0 +

k

K

)
时

h̄t(x) =

h̃(x), t 接近t0,

h̄t′0(x), t 接近t′0.

常数 k/K 只依赖于 ht，所以有限次复合上述同痕便得到所需的光滑同痕。定理 5.6 得
证，从而断言 6（见38 页）16成立，第一消去定理也在一般情形下得证。

14译注：原文指向第 61–63 页，在本译本中为42–43 页。
15译注：原文指向第 62 页，在本译本中为42 页。
16译注：原文指向第 55 页，在本译本中为38 页。
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除非另有说明，本讲义一律采用整数系数的奇异同调（singular homology）。
设 M,M ′ 是光滑 (r + s)-流形 V 中维数分别为 r, s 的光滑子流形，二者横截相交

于 p1, . . . , pk。假设 M 已定向，M ′ 在 V 中的法丛（normal bundle）ν(M ′) 也已定向。
在 pi 处，取张成 TpiM 的正向 r-标架（frame）ξ1, . . . , ξr。由于交是横截的，这些向量
在 pi 处给出 ν(M ′) 纤维（fiber）的一组基。

定义 6.1. 若 ξ1, . . . , ξr 在 pi 处给出 ν(M ′) 纤维的正向基，则定义 M,M ′ 在 pi 处的相
交数为 +1；若给出负向基，则定义为 −1。M 与 M ′ 的相交数 M ′ ·M，定义为各交点
处相交数之和。

注记 1. 在 M ′ ·M 中，约定把法丛已定向的流形写在前面。

注记 2. 若 V 已定向，则子流形 N 可定向，当且仅当其法丛可定向。事实上，给定 N

的定向，便可自然地定向 ν(N)，反之亦然：要求在 N 的每一点，先列出 N 的正向切
标架，再列出 ν(N) 的正向标架，所得标架应与 V 的定向一致。
因此，当 V 已定向时，可以自然地定向 ν(M) 与 M ′。在这些定向下，

M ·M ′ = (−1)rsM ′ ·M.

若所给定向与上述约定并不相容，只要 V 可定向，仍有

M ·M ′ = ±M ′ ·M.

现设 M,M ′, V 都是无边界的紧连通流形。下面的引理说明：对 M 作变形或对 M ′

作周遭同痕（ambient isotopy）时，相交数 M ′ ·M 不变；它也为 V 中不必横截相交的
两个互补维闭连通子流形定义了相交数。引理基于Thom同构定理（Thom isomorphism
theorem）的一个推论（见Milnor [19]的附录）以及管状邻域定理（tubular neighborhood
theorem）（见 Munkres [5, p. 46]、Lang [3, p. 73] 或 Milnor [12, p. 19]）。

引理 6.2（不证）. 在上述 M ′, V 的条件下，有自然同构

ψ : H0(M
′) −→ Hr(V, V \M ′).

令 α 为 H0(M
′) ∼= Z 的典范生成元，[M ] ∈ Hr(M) 为定向生成元（orientation

generator）。

47
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引理 6.3. 在由包含映射诱导的序列

Hr(M)
g−→ Hr(V )

g′−→ Hr(V, V \M ′)

中，

g′ ◦ g([M ]) = (M ′ ·M)ψ(α).

证明. 在 M 中取两两不交的开 r-胞腔 U1, . . . , Uk，分别包含 p1, . . . , pk。Thom 同构的
自然性表明，由包含映射诱导的同构

Hr(Ui, Ui \ {pi}) −→ Hr(V, V \M ′)

把定向生成元 γi 映到 εiψ(α)，其中 εi 是 M,M ′ 在 pi 处的相交数。下图交换；其中标
出的同构来自切除，其余映射均由包含诱导，因而结论成立。

Hr(M) Hr(V ) Hr(V, V \M ′)

Hr

(
M,M \ (M ∩M ′)

) k⊕
i=1

Hr

(
Ui, Ui \ {pi}

)

g g′

∼=

现在可以加强第一消去定理 5.4。回到前述情形（见33 页）17：(W n;V0, V1) 是三元
组，Morse函数 f 有类梯度向量场 ξ；p, p′ 是 f 的两个临界点，指标分别为 λ, λ+1，且

f(p) < 1
2
< f(p′).

给 V = f−1(1
2
) 中的左球面 S ′

L 以及右球面 SR 在 V 中的法丛分别选定向。

定理 6.4（第二消去定理）. 设 W,V0, V1 单连通，且

λ ≥ 2, λ+ 1 ≤ n− 3.

若

SR · S ′
L = ±1,

则 W n 微分同胚于 V0× [0, 1]。事实上，可在 V 附近修改 ξ，使 V 中的左、右球面只在
一点横截相交；随后定理 5.4 的结论即适用。

注记 1. 水平集 V = f−1(1
2
) 也单连通。事实上，两次应用 van Kampen 定理（van

Kampen’s theorem）（Crowell 与 Fox [17, p. 63]）可得

π1(V ) ∼= π1
(
Dn−λ

R (p) ∪ V ∪Dλ+1
L (p′)

)
;

17译注：原文指向第 45 页，在本译本中为33 页。



第 6 节 加强的消去定理 49

这里用到了 λ ≥ 2、n− λ ≥ 3。而由定理 3.1418，包含

DR(p) ∪ V ∪DL(p
′) ⊂ W

是同伦等价（homotopy equivalence）。合并两点便知 π1(V ) = 1。

注记 2. 当 λ = 0 或 λ = n− 1 时，定理结论显然成立。借助下面的定理 6.6，还可验
证只需一个维数条件 n ≥ 6，定理即成立；这里不核验 λ = 1 与 λ = n − 2 两种情形。
我们只需把三元组反向，便得到下述推广。

推论 6.5. 若维数条件改为

λ ≥ 3, λ+ 1 ≤ n− 2,

定理 6.4 仍成立。

证明. 给 SR 以及 S ′
L 在 V 中的法丛 ν(S ′

L) 定向。W 单连通，因而可定向；所以 V 可
定向。由注记 2（见47 页）19，

S ′
L · SR = ±SR · S ′

L = ±1.

现在对三元组 (W n;V1, V0)、Morse 函数 −f 和类梯度向量场 −ξ 应用定理 6.4，即得推
论。
定理 6.4 的证明以如下精细的结果为基础；该结果实质上出自 Whitney [7]。

定理 6.6. 设 M,M ′ 是无边界光滑 (r + s)-流形 V 中维数分别为 r, s 的光滑闭子流形，
二者横截相交。假设 M 已定向，M ′ 在 V 中的法丛也已定向。再设

r + s ≥ 5, s ≥ 3;

当 r = 1 或 2 时，另要求包含映射诱导的同态

π1(V \M ′) −→ π1(V )

是单射。
设 p, q ∈M ∩M ′ 的相交数相反，并存在一条在 V 中可缩（contractible）的闭路 L：

它先沿 M 中从 p 到 q 的光滑嵌入弧，再沿 M ′ 中从 q 到 p 的光滑嵌入弧；两条弧都避
开 (M ∩M ′) \ {p, q}。则存在恒等映射 Id : V → V 的同痕 ht（0 ≤ t ≤ 1），满足：

(i) 在 (M ∩M ′) \ {p, q} 附近，整个同痕保持各点不动；
(ii) h1(M) ∩M ′ = (M ∩M ′) \ {p, q}。

18译注：原文此处引用定理 3.4，应为定理 3.14；本段原记 q 的临界点即上文的 p′，现统一记为 p′。
19译注：原文指向第 67 页，在本译本中为47 页。
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p q

L

M

M ′

图 6.1

注记. 若 M,M ′ 连通、r ≥ 2，且 V 单连通，则无须另行假设闭路 L 的存在。事实上，
在

S = (M ∩M ′) \ {p, q}

时，分别在 M \ S 与 M ′ \ S 上取完备 Riemann 度量，应用 Hopf–Rinow 定理（Hopf–
Rinow theorem）（见 Milnor [4, p. 62]），可在 M 中找到从 p 到 q 的光滑嵌入弧，在 M ′

中找到从 q 到 p 的光滑嵌入弧；它们组成避开 S 的闭路 L。若 V 单连通，L 当然可缩。

定理 6.4的证明. 由定理 5.2，可先在 V 附近调整 ξ，使 SR 与 S ′
L 横截相交。若 SR∩S ′

L

不止一点，而 SR · S ′
L = ±1，则交集中有一对点 p1, q1 的相交数相反。若定理 6.6 可用

于此处，则应用引理 4.7 在 V 附近调整 ξ 后，SR 与 S ′
L 的交点减少两个。有限次重复，

最终它们只在一点横截相交，定理便得证。
由注记 1，V 单连通，所以当 λ ≥ 3 时，定理 6.6 的条件显然全部满足。当 λ = 2

时，还须证明
π1(V \ SR) −→ π1(V ) = 1

是单射，即 π1(V \ SR) = 1。ξ 的轨线给出 V0 \ SL 到 V \ SR 的微分同胚，其中 SL 是 p

在 V0 中的左 1-球面。取 SL 在 V0 中的乘积邻域 N。由于

n− λ− 1 = n− 3 ≥ 3,

有 π1(N \ SL) ∼= Z。对覆盖

V0 = (V0 \ SL) ∪N, (V0 \ SL) ∩N = N \ SL

应用 van Kampen 定理，可得 π1(V0 \ SL) = 1。故 π1(V \ SR) = 1。除定理 6.6 尚待证
明外，定理 6.4 已证。

定理 6.6 的证明. 设 p, q 处的相交数分别为 +1,−1。令 C,C ′ 分别为 M,M ′ 中从 p 到
q 的光滑嵌入弧，并在两端略作延长。取平面中的开弧 C0, C

′
0，使它们横截交于 a, b，并

围成带两个角的圆盘 D，如图 6.2。选取嵌入

φ1 : C0 ∪ C ′
0 −→M ∪M ′,
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把 C0, C
′
0 分别映到 C,C ′，并令 a, b 分别对应于 p, q。下述引理把这一标准模型嵌入 V，

定理将由此迅速推出。

引理 6.7. 存在 D 的某个邻域 U，使 φ1|U∩(C0∪C′
0)
延拓为嵌入

φ : U × Rr−1 × Rs−1 −→ V,

并且

φ−1(M) = (U ∩ C0)× Rr−1 × {0},

φ−1(M ′) = (U ∩ C ′
0)× {0} × Rs−1.

a b

C0

C ′
0

U

图 6.2：标准模型

暂且承认引理 6.7。我们构造同痕 Ft : V → V，使 F0 为恒等映射，

F1(M) ∩M ′ = (M ∩M ′) \ {p, q},

且 0 ≤ t ≤ 1 时，Ft 在 φ 的像外恒等。
令 W = φ(U × Rr−1 × Rs−1)，并在 V \W 上定义 Ft 为恒等映射。在平面模型 U

上取同痕 Gt : U → U，满足：
1) G0 是恒等映射；
2) 0 ≤ t ≤ 1 时，Gt 在 U \ U 的某个邻域内恒等；
3) G1(U ∩ C0) ∩ C ′

0 = ∅。
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C0

C ′
0

G1(U ∩ C0)

图 6.3

取光滑函数
ρ : Rr−1 × Rs−1 −→ [0, 1]

使对 x ∈ Rr−1、y ∈ Rs−1，

ρ(x, y) =

1, |x|2 + |y|2 ≤ 1,

0, |x|2 + |y|2 ≥ 2.

定义
Ht(u, x, y) =

(
Gtρ(x,y)(u), x, y

)
.

于是对 w ∈ W，
Ft(w) = φ ◦Ht ◦ φ−1(w)

给出所需同痕。除引理 6.7 尚待证明外，定理 6.6 已证。

引理 6.8. 在 V 上存在 Riemann 度量，满足：
1) 对相应的联络（connection）（见 Milnor [4, p. 44]），M,M ′ 都是 V 的全测地子
流形（totally geodesic submanifold）；即 V 中一条测地线（geodesic）若在某点
与 M 或 M ′ 相切，就全部落在相应的子流形中；

2) p, q 各有坐标邻域 Np, Nq，其中该度量为欧氏度量，而且

Np ∩ C, Np ∩ C ′, Nq ∩ C, Nq ∩ C ′

都是直线段。

证明（E. Feldman）. 已知 M,M ′ 横截交于 p1, . . . , pk，其中 p = p1、q = p2。用 V 中
的坐标邻域 W1, . . . ,Wm 覆盖 M ∪M ′，相应的坐标微分同胚为

hi : Wi −→ Rr+s, i = 1, . . . ,m,

并使：



第 6 节 加强的消去定理 53

(a) 存在两两不交的坐标邻域 N1, . . . , Nk，满足

pi ∈ Ni ⊂ N i ⊂ Wi, Ni ∩Wj = ∅

对 i = 1, . . . , k、j = k + 1, . . . ,m 成立；
(b) 对 i = 1, . . . , k，

hi(Wi ∩M) ⊂ Rr × {0}, hi(Wi ∩M ′) ⊂ {0} × Rs;

(c) 当 i = 1, 2 时，hi(Wi ∩ C) 与 hi(Wi ∩ C ′) 都是 Rr+s 中的直线段。
在开集 W0 = W1 ∪ · · · ∪Wm 上，用单位分解拼合各 hi 诱导的度量，得到 Riemann

度量 〈~v, ~w〉。由 (a)，该度量在各 Ni 上为欧氏度量。
利用指数映射（exponential map）（见 Lang [3, p. 73]），按此度量在 W0 中构造

M,M ′ 的开管状邻域 T, T ′。把它们取得足够细，可使

T ∩ T ′ ⊂ N1 ∪ · · · ∪Nk,

并且对每个 i，存在依赖于 i 的 ε, ε′ > 0，使

hi(T ∩ T ′ ∩Ni) = D̊r
ε × D̊s

ε′ ⊂ Rr × Rs.

M

M ′

Wi

Ni
pi

T

T ′

图 6.4

令 A : T → T 为光滑对合，在 T 的每条纤维上取对径映射。定义 T 上的新 Riemann
度量

〈~v, ~w〉A =
1

2

(
〈~v, ~w〉+ 〈A∗~v,A∗ ~w〉

)
.

断言. 对于新度量，M 是 T 的全测地子流形。

证明. 设 ω 是 T 中在某点 z ∈ M 与 M 相切的测地线。A 在新度量下是等距映射
（isometry），故把测地线映到测地线。M 是 A的不动点集，所以 A(ω)与 ω 在 A(z) = z

处有相同的切向量。由测地线的唯一性，A 在 ω 上恒等，因而 ω ⊂M。断言得证。
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同样在 T ′ 上定义新度量 〈~v, ~w〉A′。由 (b)及 T ∩T ′ 的形状，这两个新度量在 T ∩T ′

上都与旧度量相同，故合起来给出 T ∪ T ′ 上的度量。取开集 O，使

M ∪M ′ ⊂ O ⊂ O ⊂ T ∪ T ′,

再把该度量在 O 上的限制延拓到整个 V，便得到满足 (1)、(2) 的度量。

引理 6.7 的证明. 证明占本节余下部分。取引理 6.8 给出的 V 上 Riemann 度量。记

τ(p), τ(q), τ ′(p), τ ′(q)

为弧 C,C ′（均从 p 定向到 q）在 p, q 处的单位切向量。C 可缩，所以其上与 M 正交的
向量丛平凡（trivial）。由此沿 C 构造与 M 正交的单位向量场，使它在 Np ∩ C 上等于
τ ′(p) 的平行移动（parallel translation），在 Nq ∩C 上等于 −τ ′(q) 的平行移动。在模型
中构造相应的向量场（见图 6.5）。

a b

C0

C ′
0

N

S

图 6.5

由指数映射，C0 在平面中有一个邻域，使 φ1|C0 延拓为该邻域到 V 中的嵌入。指数
映射先给出局部嵌入，再应用下述引理；其初等证明见 Munkres [5, p. 49, Lemma 5.7]，
但该处的原陈述有误。

引理 6.9. 设 A0 是紧致度量空间 A 的闭子集，f : A → B 是局部同胚（local homeo-
morphism），并且 f |A0 为一一映射。则 A0 有邻域 W，使 f |W 为一一映射。
类似地，沿 C ′ 取与 M ′ 正交的单位向量场，使它在 Np ∩C ′ 上为 τ(p) 的平行移动，

在 Nq ∩ C ′ 上为 −τ(q) 的平行移动，从而把 φ1|C′
0
延拓到 C ′

0 的一个邻域。当 r = 1 时，
这一步之所以可行，正因为 p, q 处的相交数相反。
由 V 上度量的性质 (2)（见引理 6.8），两个嵌入在 C0 ∩C ′

0 的一个邻域内一致，因
而合成闭环形邻域 N 到 V 中的嵌入

φ2 : N −→ V,
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满足
φ−1
2 (M) = N ∩ C0, φ−1

2 (M ′) = N ∩ C ′
0.

令 S 为 N 的内边界，D0 ⊂ D 为平面中以 S 为边界的圆盘（见图 6.5）。
给定闭路 L 与 φ2(S) 同伦（homotopic），所以后者在 V 中可缩。下面说明它事实

上在 V \ (M ∪M ′) 中也可缩。

引理 6.10. 设 V n
1 是光滑流形，n ≥ 5；M1 是余维至少为 3 的光滑子流形。若 V1 \M1

中的一条闭路在 V1 中可缩，则它在 V1 \M1 中也可缩。
证明前先回忆 Whitney 的两个定理。

引理 6.11（见 Milnor [15, pp. 62–63]）. 设 f :M1 →M2 是光滑流形间的连续映射，
并在闭子集 A ⊂M1 上光滑。则存在光滑映射 g :M1 →M2，使 g ' f，且 g|A = f |A。

引理 6.12（见 Whitney [16] 与 Milnor [15, p. 63]）. 设 f :M1 →M2 是光滑流形
间的光滑映射，并在闭子集 A ⊂M1 上为嵌入。若

dimM2 ≥ 2 dimM1 + 1,

则存在逼近 f 的嵌入 g :M1 →M2，使 g ' f，且 g|A = f |A。

引理 6.10 的证明. 设
g : (D2, S1) −→ (V1, V1 \M1)

给出 V1 \M1 中某条闭路在 V1 中的缩约。由于 dim(V1 \M1) ≥ 5，上述引理给出光滑嵌
入

h : (D2, S1) −→ (V1, V1 \M1),

使 g|S1 与 h|S1 在 V1 \M1 中同伦。
h(D2) 可缩，故其法丛平凡。因此存在 D2 × Rn−2 到 V1 中的嵌入 H，使

H(u, 0) = h(u), u ∈ D2.

取 ε > 0 充分小，使 |~x| < ε 时 H(S1 × {~x}) ⊂ V1 \M1。因 M1 的余维至少为 3，可取
（参见引理 4.6）

~x0 ∈ Rn−2, |~x0| < ε, H(D2 × {~x0}) ∩M1 = ∅.

于是在 V1 \M1 中，

g|S1 ' h|S1 = H|S1×{0} ' H|S1×{x⃗0} '常值映射.

引理 6.10 得证。
现在证明 φ2(S) 在 V \ (M ∪M ′) 中可缩。若 r ≥ 3，由引理 6.10，它先在 V \M ′

中可缩；若 r = 2，同一结论来自假设

π1(V \M ′) −→ π1(V )
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为单射。又因 s ≥ 3，再在 V \M ′ 中应用引理 6.10，便知 φ2(S) 在

(V \M ′) \M = V \ (M ∪M ′)

中可缩。
于是可把 φ2 连续延拓到 U = N ∪D0：

φ′
2 : U −→ V,

并使 IntD 映到 V \ (M ∪M ′)。对 φ′
2|IntD 应用引理 6.11、引理 6.12，可得到光滑嵌入

φ3 : U −→ V,

它在 U \ IntD 的某个邻域内与 φ2 相同，并且当 u /∈ C0 ∪ C ′
0 时，φ3(u) /∈M ∪M ′。

还需把 φ3 延拓到 U × Rr−1 × Rs−1。记 U ′ = φ3(U)。为简化记号，以下仍以
C,C ′, C0, C

′
0 分别表示 U ′ ∩ C,U ′ ∩ C ′, U ∩ C0, U ∩ C ′

0。

引理 6.13. 沿 U ′ 存在光滑向量场

ξ1, . . . , ξr−1, η1, . . . , ηs−1,

使：
1) 它们构成标准正交组，并且都与 U ′ 正交；
2) 沿 C，ξ1, . . . , ξr−1 与 M 相切；
3) 沿 C ′，η1, . . . , ηs−1 与 M ′ 相切。

证明. 思路是分步构造 ξ1, . . . , ξr−1：先沿 C 平行移动，再用一次向量丛论证延拓到
C ∪ C ′，最后再用一次延拓到 U ′。
令 τ, τ ′ 分别为沿 C,C ′ 的单位速度向量场；令 ν ′ 为沿 C ′ 的单位向量场，它与 U ′

相切，并在 U ′ 内指向 C ′ 的内法方向。则

ν ′(p) = τ(p), ν ′(q) = −τ(q).

a b

C0

C ′
0

U

ν ′(p) = τ(p)

τ(q)

ν ′(q)

图 6.6
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在 p处取 r−1个向量 ξ1(p), . . . , ξr−1(p)，使它们与M 相切、与 U ′ 正交，并使 r-标
架

τ(p), ξ1(p), . . . , ξr−1(p)

在 TpM 中为正向。沿 C 平行移动这 r − 1 个向量，得到光滑向量场 ξ1, . . . , ξr−1。平
行移动保持内积（见 Milnor [4, p. 46]），故满足 (1)；沿全测地子流形中的曲线作平行
移动，会把切向量仍送到该子流形的切向量（见 Helgason，Differential Geometry and
Symmetric Spaces，p. 80），故满足 (2)。对引理 6.8 中所构造的度量，(2) 也可由 M 的
管状邻域上的对径等距映射 A 直接推出（见53 页）。20由连续性，标架 τ, ξ1, . . . , ξr−1 沿
C 处处是 TM 中的正向标架。
现在沿 Np ∩C ′ 平行移动 ξ1(p), . . . , ξr−1(p)，沿 Nq ∩C ′ 平行移动 ξ1(q), . . . , ξr−1(q)。

由假设，M,M ′ 在 p, q 处的相交数分别为 +1,−1。这意味着标架

τ(p), ξ1(p), . . . , ξr−1(p)

在 p处的 ν(M ′)中为正向，而相应的 q处标架为负向。结合 ν ′(p) = τ(p)、ν ′(q) = −τ(q)，
可知在 Np ∩ C ′ 与 Nq ∩ C ′ 上，

ν ′, ξ1, . . . , ξr−1

都是 ν(M ′) 中的正向标架。
C ′ 上由与 M ′、U ′ 均正交的 (r − 1)-标架 ζ1, . . . , ζr−1 组成、并使 ν ′, ζ1, . . . , ζr−1 在

ν(M ′) 中为正向的标架丛（frame bundle）是平凡丛，纤维为连通的 SO(r− 1)。所以可
把 ξ1, . . . , ξr−1 延拓为 C ∪ C ′ 上满足 (1)、(2) 的光滑标架场。

U ′ 上与 U ′ 正交的标准正交 (r− 1)-标架丛是平凡丛，其纤维为 Stiefel流形（Stiefel
manifold）

O(r + s− 2)/O(s− 1) = Vr−1(Rr+s−2).

我们已在 C ∪ C ′ 上构造了该丛的光滑截面（smooth cross-section）。把它投影到纤维，
得到 C ∪C ′ 到上述 Stiefel 流形的光滑映射。因 s ≥ 3，该纤维单连通（见 Steenrod [18,
p. 103]），所以映射可连续延拓到 U ′；由引理 6.11，又可取光滑延拓。于是 ξ1, . . . , ξr−1

在整个 U ′ 上满足 (1)、(2)。
最后，考虑 U ′ 上的标准正交标架丛：其标架为 η1, . . . , ηs−1，每个向量都与 U ′ 及

ξ1, . . . , ξr−1 正交。U ′ 可缩，故该丛平凡；取一条光滑截面。这样得到的

ξ1, . . . , ξr−1, η1, . . . , ηs−1

满足 (1)。又因沿 C ′，各 ξi 都与 M ′ 正交，故各 ηj 满足 (3)。引理得证。

引理 6.7 证明的完成. 定义映射 U × Rr−1 × Rs−1 → V：

(u, x1, . . . , xr−1, y1, . . . , ys−1) 7−→ exp
(

r−1∑
i=1

xiξi(φ3(u)) +
s−1∑
j=1

yjηj(φ3(u))

)
.

20译注：原文指向第 76 页，在本译本中为53 页。
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由引理 6.9 及该映射为局部微分同胚这一事实，在 Rr+s−2 = Rr−1 ×Rs−1 的原点附近存
在开 ε-邻域 Nε，使该映射限制为嵌入

φ4 : U ×Nε −→ V.

必要时把 U 略缩小，仍记为 U。
定义嵌入

φ : U × Rr−1 × Rs−1 −→ V, φ(u, z) = φ4

(
u,

εz√
1 + |z|2

)
.

因为 M,M ′ 是 V 的全测地子流形，

φ(C0 × Rr−1 × {0}) ⊂M, φ(C ′
0 × {0} × Rs−1) ⊂M ′.

又因 φ(U × {0}) = U ′ 与 M,M ′ 分别恰沿 C,C ′ 横截相交，所以 ε 充分小时，Im(φ) 与
M,M ′ 的交恰为上述乘积邻域。即

φ−1(M) = C0 × Rr−1 × {0},

φ−1(M ′) = C ′
0 × {0} × Rs−1.

这正是所需嵌入，引理 6.7 得证。
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定义 7.1. 设 W 是紧致、有定向的光滑 n-流形，记 X = ∂W。如下约定赋予 X 一
个良定义的定向，称为诱导定向（induced orientation）：在 x ∈ X 处，若切于 X 的
(n− 1)-标架 τ1, . . . , τn−1 满足

ν, τ1, . . . , τn−1

在 TxW 中为正向，则称前一标架为正向；这里 ν 是 x 处任一切于 W、不切于 X 且指
向 W 外部的向量（即 X 的外法向量（outward normal vector））。
也可等价地指定 [X] ∈ Hn−1(X) 为 X 的诱导定向生成元：在偶对 (W,X) 的正

合序列（exact sequence）中，[X] 是 W 的定向生成元 [W ] ∈ Hn(W,X) 在边界同态
（boundary homomorphism）

∂ : Hn(W,X) −→ Hn−1(X)

下的像。

注记. 紧流形 Mn 的定向既可用切丛（tangent bundle）的有序标架指定，也可用生成
元 [M ] ∈ Hn(M ;Z) 指定；二者之间有自然的一一对应（参见 Milnor [19, p. 21]）。在此
对应下，上述两种 ∂W 定向彼此等价。下文一律采用第二种方式，证明从略。
现设有 n 维三元组

(W ;V, V ′), (W ′;V ′, V ′′), (W ∪W ′;V, V ′′).

设 f 是 W ∪W ′ 上的 Morse 函数：它在 W 中的临界点为 q1, . . . , qℓ，都处于同一水平
集且指标为 λ；在 W ′ 中的临界点为 q′1, . . . , q

′
m，也处于同一水平集且指标为 λ+ 1；V ′

是夹在两个临界水平之间的非临界水平集。选定 f 的一个类梯度向量场，并给 W 中的
左圆盘

DL(q1), . . . , DL(qℓ)

以及 W ′ 中的左圆盘
D′

L(q
′
1), . . . , D

′
L(q

′
m)

定向。
要求 DL(qi) 与 DR(qi) 在 qi 处的相交数为 +1，这便确定了右圆盘 DR(qi) 的法丛

νDR(qi)的定向。V ′ 中右球面 SR(qi)的法丛 νSR(qi)，自然同构于 νDR(qi)在 SR(qi)上
的限制，因而也获得定向。

59
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结合定义 7.1 可知：只要给 W 与 W ′ 中的左圆盘定向，V ′ 中的左球面以及右球面
的法丛便都有自然定向。因此，V ′ 中左、右球面的相交数

SR(qi) · S ′
L(q

′
j)

均有明确含义。
由第 3 节，Hλ(W,V ) 与

Hλ+1(W ∪W ′,W ) ∼= Hλ+1(W
′, V ′)

都是自由阿贝尔群（free abelian group）；相应的生成元分别由已定向的左圆盘

[DL(q1)], . . . , [DL(qℓ)]

和

[D′
L(q

′
1)], . . . , [D

′
L(q

′
m)]

表示。

引理 7.2. 设 M 是嵌入 V ′ 的有定向闭光滑 λ-流形，[M ] ∈ Hλ(M) 是其定向生成元；
设

h : Hλ(M) −→ Hλ(W,V )

由包含映射诱导。则

h([M ]) =
ℓ∑

i=1

(
SR(qi) ·M

)
[DL(qi)].

推论 7.3. 在上述已定向左圆盘给出的基下，三元组

W ∪W ′ ⊃ W ⊃ V

的边界同态

∂ : Hλ+1(W ∪W ′,W ) −→ Hλ(W,V )

由相交数矩阵 (aij) 给出，其中

aij = SR(qi) · S ′
L(q

′
j).
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证明. 对基元 [D′
L(q

′
j)] ∈ Hλ+1(W ∪W ′,W )，可将 ∂ 分解如下：

Hλ

(
S ′
L(q

′
j)
)

Hλ+1(W ∪W ′,W ) Hλ+1(W
′, V ′) Hλ(V

′)

Hλ(W )

Hλ(W,V )

ι∗

e
∼=

∂

∂

∂ ι∗

这里 e 是切除同构的逆，ι∗ 由包含诱导。依照 S ′
L(q

′
j) 的定向定义，

∂ ◦ e
(
[D′

L(q
′
j)]
)
= ι∗

(
[S ′

L(q
′
j)]
)
.

在引理 7.2 中取 M = S ′
L(q

′
j)，即得结论。

引理 7.2 的证明. 先设 ` = 1，一般情形完全类似。记

q = q1, DL = DL(q1), DR = DR(q1), SR = SR(q1).

所需证明为

h([M ]) = (SR ·M)[DL].

考虑交换图

Hλ(M)

Hλ(V
′) Hλ(V

′, V ′ \ SR)

Hλ(W ) Hλ

(
V ∪DL, V ∪ (DL \ {q})

)

Hλ(V ∪DL, V )

Hλ(W,V ) Hλ(W,V )

h0

×(SR·M)

h

ι∗ h1

h2

h3

定理 3.14 构造的形变收缩
r : W −→ V ∪DL
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把 V ′ \ SR 映到 V ∪ (DL \ {q})，故由 r|V ′ 诱导的 h1 有定义。显然的形变收缩

V ∪ (DL \ {q}) −→ V

诱导同构 h2；其余同态都由包含诱导。由于 ι 与 r|V ′ : V ′ → W 同伦，且把图中 ι 换成
r|V ′ 后，相应的空间与映射图逐点交换，所以上图交换。
由引理 6.3，

h0([M ]) = (SR ·M)ψ(α),

其中 α ∈ H0(SR) 是典范生成元，

ψ : H0(SR) −→ Hλ(V
′, V ′ \ SR)

是 Thom 同构。因此，由图的交换性，只需证明

h3 ◦ h2 ◦ h1
(
ψ(α)

)
= [DL]. (∗)

类 ψ(α) 可由任一已定向的 λ-圆盘 Dλ 表示；该圆盘与 SR 在一点横截相交，且

SR ·Dλ = +1.

参照定理 3.13 给出的初等配边标准形式以及 D(SR) 的定向约定，可见 Dλ 在收缩 r 下
的像 r(Dλ) 表示

DR ·Dλ = SR ·Dλ = +1

倍的定向生成元

h−1
2 ◦ h−1

3 ([DL]) ∈ Hλ(V ∪DL, V ∪ (DL \ {q})).

所以

h1(ψ(α)) = h−1
2 ◦ h−1

3 ([DL]),

即式 (∗) 成立。引理 7.2 得证。
任给由三元组 (W ;V, V ′) 表示的配边 c，由定理 4.8 可将其分解为

c = c0c1 ◦ · · · ◦ cn,

使 cλ 有一个 Morse 函数，其临界点全在同一水平集且指标均为 λ。令子流形 Wλ ⊂ W

表示

c0c1 ◦ · · · ◦ cλ, λ = 0, 1, . . . , n,

并置 W−1 = V，于是

V = W−1 ⊂ W0 ⊂ W1 ⊂ · · · ⊂ Wn = W.
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定义

Cλ = Hλ(Wλ,Wλ−1) ∼= H∗(Wλ,Wλ−1),

并令 ∂ : Cλ → Cλ−1 为三元组

Wλ−2 ⊂ Wλ−1 ⊂ Wλ

的正合序列中的边界同态。

定理 7.4. C∗ = {Cλ, ∂} 是链复形（chain complex），即 ∂2 = 0，而且对每个 λ 都有

Hλ(C∗) ∼= Hλ(W,V ).

证明. 注意，这里不用 Cλ 是自由阿贝尔群，只用到 H∗(Wλ,Wλ−1) 集中在维数 λ。由
定义立即有 ∂2 = 0。为证同构，考虑交换图

0

Hλ+1(Wλ+1,Wλ) Hλ(Wλ,Wλ−2) Hλ(Wλ+1,Wλ−2) 0

Cλ+1 Hλ(Wλ,Wλ−1) = Cλ

Hλ−1(Wλ−1,Wλ−2) = Cλ−1

∂

∂

∂

横行是三元组 (Wλ+1,Wλ,Wλ−2)的正合序列，竖列是 (Wλ,Wλ−1,Wλ−2)的正合序列。容
易核对此图交换，因而

Hλ(C∗) ∼= Hλ(Wλ+1,Wλ−2).

又有

Hλ(Wλ+1,Wλ−2) ∼= Hλ(W,V ).

最后一个同构留给读者验证（见 Milnor [19, p. 9]），从而得到所需结论。

定理 7.5（Poincaré 对偶（Poincaré duality））. 若 (W ;V, V ′) 是 n 维光滑三元组，
且 W 已定向，则对每个 λ 都有

Hλ(W,V ) ∼= Hn−λ(W,V ′).

证明. 对上述 Morse 函数 f，令

c = c0c1 ◦ · · · ◦ cn, C∗ = {Cλ, ∂},



64 第 7 节 中间维数临界点的消去

并固定 f 的一个类梯度向量场 ξ。给左圆盘选定定向后，cλ 的左圆盘构成

Cλ = Hλ(Wλ,Wλ−1)

的一组基。由推论 7.3，边界同态 ∂ : Cλ → Cλ−1 的矩阵，由 cλ 的已定向左球面与 cλ−1

中法丛已定向的右球面之间的相交数给出。
类似地，令 W ′

µ ⊂ W 表示

cn−µcn−µ+1 ◦ · · · ◦ cn, µ = 0, 1, . . . , n,

并置 W ′
−1 = V ′。定义

C ′
µ = Hµ(W

′
µ,W

′
µ−1), ∂′ : C ′

µ −→ C ′
µ−1.

任一右圆盘 DR 的法丛已有定向；它与 W 的定向一起，自然确定 DR 的定向。因此，∂′

的矩阵由已定向右球面与法丛已定向的左球面之间的相交数给出。
令

C ′∗ = {C ′µ, δ′}

为链复形 C ′
∗ = {C ′

µ, ∂
′} 的对偶上链复形（dual cochain complex），即

C ′µ = Hom(C ′
µ,Z).

以 cn−µ 的已定向右圆盘所确定的 C ′
µ 的基为准，在 C ′µ 中取其对偶基。

把每个已定向左圆盘送到同一临界点的已定向右圆盘所对应的对偶元，便得到同构

Cλ −→ C ′n−λ.

如上所述，∂ : Cλ → Cλ−1 的矩阵为

(aij) =
(
SR(pi) · S ′

L(p
′
j)
)
,

而 δ′ : C ′n−λ → C ′n−λ+1 的矩阵为

(bij) =
(
S ′
L(p

′
j) · SR(pi)

)
.

由于 W 已定向，bij = ±aij，符号只依赖于 λ（参见6.1 的注记 2；实际为 (−1)λ−1）。所
以 ∂ 对应于 ±δ′，从而链群（chain group）同构诱导

Hλ(C∗) ∼= Hn−λ(C ′∗).

由定理 7.421，

Hλ(C∗) ∼= Hλ(W,V ), Hµ(C
′
∗)
∼= Hµ(W,V

′).

21译注：原文此处误引为 7.1；计算同调的结果是定理 7.4。
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后一个同构又蕴含

Hµ(C ′∗) ∼= Hµ(W,V ′),

因为两个自由阿贝尔链复形的同调若同构，其对偶上链复形的上同调也同构；这是万有
系数定理（universal coefficient theorem）的直接推论。合并以上各式即得

Hλ(W,V ) ∼= Hn−λ(W,V ′).

定理 7.6（基定理（basis theorem））. 设 n 维三元组 (W ;V, V ′) 有一个 Morse 函数
f，其临界点全在同一水平集且指标均为 λ；设 ξ 是 f 的类梯度向量场。假设

2 ≤ λ ≤ n− 2,

且 W 连通。任给 Hλ(W,V ) 的一组基，都存在 Morse 函数 f ′ 及其类梯度向量场 ξ′，使
它们在 V ∪ V ′ 的一个邻域内分别与 f, ξ 相同；f ′ 与 f 有相同的临界点，这些临界点仍
处于同一水平集；而 ξ′ 的左圆盘经适当定向后恰表示给定的基。

证明. 设 p1, . . . , pk 是 f 的临界点。任意固定其左圆盘的定向。令

b1, . . . , bk

为 DL(p1), . . . , DL(pk) 所表示的 Hλ(W,V ) ∼= Zk 的基。给右圆盘 DR(p1), . . . , DR(pk) 的
法丛定向，使相交数矩阵 (

DR(pi) ·DL(pj)
)

为 k × k 单位矩阵。
先取一个光滑嵌入 W 的已定向 λ-圆盘 D，满足 ∂D ⊂ V。它表示某个元素

α1b1 + · · ·+ αkbk ∈ Hλ(W,V ),

即 D 与 α1DL(p1) + · · · + αkDL(pk) 同调。由引理 6.3 容易推出的相对版本，对每个
j = 1, . . . , k，

DR(pj) ·D = DR(pj) ·
(
α1DL(p1) + · · ·+ αkDL(pk)

)
= α1DR(pj) ·DL(p1) + · · ·+ αkDR(pj) ·DL(pk)

= αj.

所以 D 表示 (
DR(p1) ·D

)
b1 + · · ·+

(
DR(pk) ·D

)
bk.

我们将构造 f ′, ξ′，使新的已定向左圆盘为

D′
L(p1), DL(p2), . . . , DL(pk),
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并满足
DR(p1) ·D′

L(p1) = DR(p2) ·D′
L(p1) = +1,

以及
DR(pj) ·D′

L(p1) = 0, j = 3, 4, . . . , k.

于是新基为
b1 + b2, b2, . . . , bk.

反转相应左圆盘的定向，还可把任一基元换成其负元。任何基变换都可分解为这类初等
变换的复合，所以做到上述构造便足够了。
构造的大意是：在 p1 邻域内抬高 f，修改向量场，使 p1 的左圆盘以正号扫过 p2，

最后再调整函数，使临界值重新合并为一个。
具体地，由定理 4.1 可取 Morse 函数 f1，使它在 p1 的一个小邻域外与 f 相同，满

足
f1(p1) > f(p1),

且临界点和类梯度向量场都与 f 相同。取 t0 使

f1(p1) > t0 > f(p1),

并置 V0 = f−1
1 (t0)。

V0 中，p1 的左 (λ− 1)-球面 SL 与 pi（2 ≤ i ≤ k）的右 (n− λ− 1)-球面 SR(pi) 两
两不交。取

a ∈ SL, b ∈ SR(p2).

因 W 连通，V0 也连通，故存在嵌入

φ1 : (0, 3) −→ V0,

使 φ1(0, 3) 分别在 φ1(1) = a 与 φ1(2) = b 处同 SL, SR(p2) 横截相交一次，且

φ1(0, 3) ∩
(
SR(p3) ∪ · · · ∪ SR(pk)

)
= ∅.

引理 7.7. 存在嵌入
φ : (0, 3)× Rλ−1 × Rn−λ−1 −→ V0

使得
(1) 对 s ∈ (0, 3)，φ(s, 0, 0) = φ1(s)；
(2) φ−1(SL) = {1} × Rλ−1 × {0}，且

φ−1(SR(p2)) = {2} × {0} × Rn−λ−1;

(3) φ 的像避开其余右球面。
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还可要求 φ 把 {1} × Rλ−1 × {0} 正向地映入 SL，并使

φ
(
(0, 3)× Rλ−1 × {0}

)
与 SR(p2) 在 φ(2, 0, 0) = b 处的相交数为 +1。

证明. 给 V0 选取 Riemann 度量，使弧 A = φ1(0, 3) 与 SL, SR(p2) 正交，并使这两个
球面都是 V0 的全测地子流形（参见引理 6.7）。

在 a, b 处分别取正交归一 (λ − 1)-标架 µ(a), µ(b)：µ(a) 以正向切于 SL，µ(b) 与
SR(p2) 正交且相交数为 +1。A 上由垂直于 A 的正交归一 (λ− 1)-标架组成的丛是平凡
丛，其纤维为 Stiefel 流形

Vλ−1(Rn−2).

由于 λ− 1 < n− 2，该流形连通，所以可把 µ 延拓为整个 A 上的光滑截面。
A 上由同时垂直于 A 和 µ 的正交归一 (n− λ− 1)-标架组成的丛，也是平凡丛，纤

维为
Vn−λ−1(Rn−λ−1).

取其一个光滑截面 η。利用此度量的指数映射和 (n− 2)-标架 µη，便可定义所需嵌入 φ。
细节同引理 6.7 证明末尾（见57 页）。22

基定理 7.6 证明的完成. 利用 φ 构造 V0 的同痕，把 SL 扫过 SR(p2)（见图 7.2）。固定
δ > 0，取光滑函数

α : R −→ [1, 5
2
]

满足
α(u) = 1 (u ≥ 2δ), α(u) > 2 (u ≤ δ).

R

1

2

δ 2δ

α

图 7.1

仿照定理 6.6 证明末段（见52 页）23，构造

(0, 3)× Rλ−1 × Rn−λ−1

的同痕 Ht，使

22译注：原文指向第 83 页，在本译本中为57 页。
23译注：原文指向第 74 页，在本译本中为52 页。
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(1) 对 0 ≤ t ≤ 1，Ht 在某一紧集之外为恒等映射；
(2) 对 ~x ∈ Rλ−1，

Ht(1, ~x, 0) =
(
tα(|~x|2) + (1− t), ~x, 0

)
.

0 1 2 3

H1(1× Rλ−1 × 0)

SL = F0(SL)

F1(SL)

b
a

(0, 3)

Rλ−1

Rn−λ−1

1× Rλ−1 × 0

SR

图 7.2

定义 V0 的同痕 Ft：对 v ∈ Im(φ)，令

Ft(v) = φ ◦Ht ◦ φ−1(v),

其余各点保持不动。由 Ht 的性质 (1)，Ft 良定义。
由推论 3.5，在 V0 右侧取嵌入 W 的乘积邻域 V0 × [0, 1]，使其中没有临界点且

V0 × {0} = V0。依引理 4.7，用同痕 Ft 修改此邻域内的向量场 ξ，得到 W 上的新向量
场 ξ′。
由于 ξ 与 ξ′ 在 V0 左侧，即 f−1

1 ((−∞, t0]) 上相同，ξ′ 在 V0 中的右球面仍是

SR(p2), . . . , SR(pk).

p1 的新左球面则为 S ′
L = F1(SL)。由 Ht 的性质 (2)，S ′

L 避开 SR(p3), . . . , SR(pk)。因此
由4.2，可取 Morse 函数 f ′：它在 ∂W 的一个邻域内与 f1（从而与 f）相同，以 ξ′ 为
类梯度向量场，并且只有一个临界值。
至此 f ′, ξ′ 已构造完毕，只需验证新的左圆盘确实表示所需的基。p2, . . . , pk 的左圆

盘仍为
DL(p2), . . . , DL(pk),



第 7 节 中间维数临界点的消去 69

因为 ξ′ = ξ 在乘积邻域 V0 × [0, 1] 的左侧相同。二者在该邻域右侧也相同，所以新左圆
盘 D′

L(p1) 与 DR(p1) 只在 p1 处相交，且

DR(p1) ·D′
L(p1) = +1.

由 Ht 的性质 (2)，D′
L(p1) 与 DR(p2) 在一点横截相交，且

DR(p2) ·D′
L(p1) = +1.

最后，由 φ 的性质 (3)（见引理 7.7），D′
L(p1) 与 DR(p3), . . . , DR(pk) 不交，故

DR(pi) ·D′
L(p1) = 0, i = 3, . . . , k.

所以 ξ′ 的左圆盘表示的基确为

b1 + b2, b2, . . . , bk.

定理 7.6 得证。

定理 7.8. 设 n ≥ 6，n维三元组 (W ;V, V ′)有一个Morse函数，不含指标为 0, 1, n−1, n
的临界点。又设 W,V, V ′ 均单连通（因而可定向），且

H∗(W,V ) = 0.

则 (W ;V, V ′) 是乘积配边。

证明. 记 c = (W ;V, V ′)。由定理 4.8，可分解

c = c2c3 ◦ · · · ◦ cn−2,

使 c 有一个 Morse 函数 f，其在每个 cλ 上的限制，所有临界点都处于同一水平集且指
标均为 λ。沿用定理 7.4 的记号，得到自由阿贝尔群序列

Cn−2
∂−→ Cn−3

∂−→ · · · ∂−→ Cλ+1
∂−→ Cλ

∂−→ · · · ∂−→ C2.

对每个 λ，取
zλ+1
1 , . . . , zλ+1

kλ+1

为 ∂ : Cλ+1 → Cλ 的核的一组基。由 H∗(W,V ) = 0 和定理 7.4，上述序列正合。因此可
取

bλ+1
1 , . . . , bλ+1

kλ
∈ Cλ+1

使
∂bλ+1

i = zλi , i = 1, . . . , kλ.

于是
zλ+1
1 , . . . , zλ+1

kλ+1
, bλ+1

1 , . . . , bλ+1
kλ
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构成 Cλ+1 的一组基。
因为 2 ≤ λ < λ + 1 ≤ n − 2，应用定理 7.6，可在 c 上找到 Morse 函数 f ′ 及其类

梯度向量场 ξ′，使 cλ, cλ+1 的左圆盘分别表示为 Cλ, Cλ+1 选定的基。
令 p, q 分别是 cλ, cλ+1 中与 zλ1 , b

λ+1
1 对应的临界点。在 p 的邻域内抬高 f ′，在 q 的

邻域内降低 f ′（见定理 4.1 与4.2），便得到分解

cλ ◦ cλ+1 = c′λ ◦ cpcqc′λ+1,

其中 cp, cq 分别恰有一个临界点 p, q。令 V0 为二者之间的水平流形。容易验证，cpcq 及
其两个端流形都单连通（比较注记 1，见48 页）。24

由于
∂bλ+1

1 = zλ1 ,

V0 中的球面 SR(p), SL(q) 的相交数为 +1。所以第二消去定理（定理 6.4）或推论 6.5 表
明，cpcq 是乘积配边；还可在其内部修改 f ′ 及类梯度向量场，使 f ′ 在那里没有临界点。
如此反复，即可消去全部临界点。最后由定理 3.4，(W ;V, V ′) 是乘积配边。

24译注：原文指向第 70 页，在本译本中为48 页。
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考虑光滑三元组 (W n;V, V ′)。下文总假设它带有自指标 Morse函数 f（见定义 4.9）
及其类梯度向量场 ξ。记

Wk = f−1[−1
2
, k + 1

2
], k = 0, 1, . . . , n,

以及
Vk+ = f−1(k + 1

2
).

定理 8.1.
指标 0. 若 H0(W,V ) = 0，则所有指标为 0 的临界点都可同等量的指标为 1 的临界点
相消。
指标 1. 设 W,V 单连通且 n ≥ 5。若没有指标为 0 的临界点，则可为每个指标为 1 的
临界点添入一对辅助临界点（auxiliary critical point），其指标分别为 2 和 3，再把原指
标为 1 的临界点同辅助的指标 2 临界点相消。（换言之，以等量的指标 3 临界点替代指
标 1 临界点。）

注记. 定理 7.8 中消去指标 2 ≤ λ ≤ n − 2 临界点的方法，在指标 1 处失效，原因如
下。第二消去定理 6.4 在 λ = 1, n ≥ 6 时仍成立（见49 页）25；但我们需要应用它时，
多个指标 1 临界点的存在会破坏定理 6.4 所要求的单连通性。

指标 0 的证明. 若在 V0+ 中总能找到只相交一点的右 (n − 1)-球面 Sn−1
R 与左 0-球面

S0
L，则由4.2、第一消去定理 5.4 和有限归纳，结论即得（比较下文指标 1 的证明）。
取 Z2 = Z/2Z 系数的同调。因

H0(W,V ;Z2) = 0,

定理 7.4 表明
H1(W1,W0;Z2)

∂−→ H0(W0, V ;Z2)

满射。显然，∂ 的矩阵就是 V0+ 中右 (n− 1)-球面与左 0-球面的相交数模 2所成的矩阵。
因此，对任一 Sn−1

R ，至少有一个 S0
L 满足

Sn−1
R · S0

L 6≡ 0 (mod 2).

25译注：原文指向第 70 页，在本译本中为49 页。
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这说明 Sn−1
R ∩ S0

L 含奇数个点；而左 0-球面只有两个点，所以交点只能恰有一个。指标
0 的情形得证。
为构造辅助临界点，需要下述引理。

引理 8.2. 给定 0 ≤ λ < n，存在光滑映射 f : Rn → R，在某个紧集之外满足

f(x1, . . . , xn) = x1,

并且恰有两个非退化临界点 p1, p2，其指标分别为 λ, λ+ 1，且 f(p1) < f(p2)。

证明. 把 Rn 视为
R× Rλ × Rn−λ−1,

一般点记为 (x, y, z)，并用 y2, z2 表示相应向量长度的平方。选取有紧支集的函数 s(x)，
使 x+ s(x) 恰有两个非退化临界点 x0, x1。先考虑 Rn 上的函数

x+ s(x)− y2 + z2.

它恰有两个非退化临界点 (x0, 0, 0) 和 (x1, 0, 0)，指标正是 λ, λ+ 1。

x

x+ s(x)

x0

x1

图 8.1

现在让此函数在远处逐渐收束为 x。选取三个取非负值且有紧支集的光滑函数
α, β, γ : R→ R+，使

(1) 当 |t| ≤ 1 时，α(t) = 1；
(2) 对所有 t，|α′(t)| < 1/max

x
|s(x)|；

(3) 只要 α(t) 6= 0，便有 β(t) = 1；
(4) 只要 s′(x) 6= 0，便有 γ(x) = 1；
(5) |γ′(x)| < 1/max

t
(tβ(t))。

这里撇号表示导数。
定义

f = x+ s(x)α(y2 + z2) + γ(x)(−y2 + z2)β(y2 + z2).

注意：
(a) f − x 有紧支集；
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t

图像 β

图像 α

1

x

1

图像 γ

图像 s

1

图 8.2

(b) 在 α = 1（从而 β = 1）且 γ = 1 的区域内部，f 就是上面的旧函数，因而保留
原有的两个临界点；

(c)

∂f

∂x
= 1 + s′(x)α(y2 + z2) + γ′(x)(−y2 + z2)β(y2 + z2).

由 (5)，第三项的绝对值小于 1。因此，若 s′(x) = 0 或 α(y2 + z2) = 0，则
∂f/∂x 6= 0。所以，只需在 s′(x) 6= 0（从而 γ = 1）且 α(y2+z2) 6= 0（从而 β = 1）
的区域寻找临界点；

(d) 在 γ = β = 1 的区域，

grad f =


1 + s′(x)α(y2 + z2)

2y
(
s(x)α′(y2 + z2)− 1

)
2z
(
s(x)α′(y2 + z2) + 1

)
 .

由 (2)，s(x)α′(y2 + z2)± 1 6= 0。故梯度消失必有 y = z = 0，于是 α = 1；这正
是 (b) 已讨论的情形。

引理得证。

定理 8.1 指标 1 情形的证明. 所给情形可示意为
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V V1+ V2+ 等等

指标 1 2 3

证明的第一步是：对临界点 p 在 V1+ 中的任一右 (n − 2)-球面，构造一个合适的 1-球
面，作为将同 p 相消的指标 2 临界点的左球面。

引理 8.3. 若 Sn−2
R 是 V1+ 中的一个右球面，则 V1+ 中存在嵌入的 1-球面，它与 Sn−2

R

横截相交一次，并避开其余右球面。

证明. 显然可在 V1+ 中取一个小嵌入 1-圆盘 D，使它在中点 q0 同 Sn−2
R 横截相交，并

且不再与任何右球面相交。沿 ξ 的轨线把 D 的两个端点向左移到 V 中。由于 V 连通
且

dimV = n− 1 ≥ 2,

可在 V 中用一条避开左 0-球面的光滑道路连接这两点。再把这条道路向右移回 V1+，得
到一条连接 D 两端且避开所有右球面的光滑道路。于是容易构造光滑映射

g : S1 −→ V1+

满足：
(a) g−1(q0) 是一点 a ∈ S1，且 g 把 a 的某个闭邻域 A 光滑嵌入到 D 中 q0 的一个
邻域上；

(b) g(S1 \ {a}) 不与任何右 (n− 2)-球面相交。
由于 dimV = n−1 ≥ 3，Whitney定理（引理 6.12）给出具有上述性质的光滑嵌入。

下面还要用到引理 6.11、引理 6.12 的一个推论。

定理 8.4. 光滑 m-流形到光滑 n-流形 Nn 的两个光滑嵌入若同伦，且

n ≥ 2m+ 3,

则它们光滑同痕。

注记. 事实上，只需 n ≥ 2m+ 2，定理 8.4 仍成立（见 Whitney [16]）。

定理 8.1 指标 1 情形的证明（续）. 注意 V2+ 总是单连通。事实上，包含映射 V2+ ⊂ W

可分解为一串包含映射，交替对应于添附胞腔和同伦等价（见定理 3.14）。向左时添附
的胞腔维数为 n− 2, n− 1，向右时则为 3, 4, . . .。所以，W 连通蕴含 V2+ 连通，并且

π1(V2+) = π1(W ) = 1
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（参见注记 1，见48 页）。26

任取一个指标 1 临界点 p，依引理 8.3 在 V1+ 中构造理想的 1-球面 S。必要时在
V2+ 右侧调整 ξ，可设 S 不与 V1+ 中的任何左 1-球面相交（见引理 4.6、引理 4.7）。于
是可把 S 向右移到 V2+ 中的 1-球面 S1。
在向 V2+ 右侧延伸的领状领域中，可选坐标函数 x1, . . . , xn，把某个开集 U 嵌入

Rn，并使
f |U = xn

（比较引理 2.9 的证明）。应用引理 8.2，在 U 的一个紧子集上修改 f，添入一对辅助临
界点 q, r，使

f(q) < f(r),

且二者指标分别为 2、3（见图 8.3）。

V0+ V1+ V2+ V3+

p

q

r

S2 S1

指标 1 2 3

图 8.3

令 S2 为 q 在 V2+ 中的左 1-球面。因 V2+ 单连通，定理 5.8、定理 8.4表明，恒等映
射 V2+ → V2+ 有一个同痕把 S2 映到 S1。所以在 V2+ 右侧调整 ξ 后（见引理 4.7），可
使 q 在 V2+ 中的左球面变为 S1。于是 q 在 V1+ 中的左球面就是 S；依构造，它与 p 的
右球面恰在一点横截相交。
保持 ξ 不变，应用4.2分别在

f−1[1
2
, 3
2
] 和 f−1[3

2
, k], k =

f(q) + f(r)

2
,

的内部修改 f：增大 p 的临界值，减小 q 的临界值，使某个 δ > 0 满足

1 + δ < f(p) < 3
2
< f(q) < 2− δ.

现在应用第一消去定理，在 f−1[1 + δ, 2− δ] 上修改 f, ξ，消去 p, q。最后再用4.2把 r 的
临界值移到 3。
这样便以 r 替代了 p。重复此过程，直至所有指标 1 临界点都被消去。定理 8.1 得

证。
26译注：原文指向第 70 页，在本译本中为48 页。
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下面就是我们一直力图证明的定理。

定理 9.1（h-配边定理）. 设三元组 (W n;V, V ′) 满足：
(1) W,V, V ′ 均单连通；
(2) H∗(W,V ) = 0；
(3) dimW = n ≥ 6。

则 W 微分同胚于 V × [0, 1]。

注记. 条件 (2) 等价于

H∗(W,V
′) = 0.

事实上，H∗(W,V ) = 0 由 Poincaré 对偶推出 H∗(W,V ′) = 0，万有系数定理再推出
H∗(W,V

′) = 0。反向同理。

证明. 给 (W ;V, V ′) 选取一个自指标 Morse 函数 f。定理 8.1 可消去指标为 0 和 1 的
临界点。把 f 换成 −f，相当于把三元组翻转，此时原来指标为 λ 的临界点变成指标为
n− λ 的临界点。因此，原来指标为 n, n− 1 的临界点也可消去。现在应用定理 7.8，即
得结论。

定义 9.2. 若 V, V ′ 都是 W 的形变收缩核，则称三元组 (W ;V, V ′) 为一个 h-配边，并
称 V 与 V ′ h-配边等价。

注记. 有一个虽不用于下文但颇有意思的事实：把定理 9.1的条件 (2)换成表面上更强
的条件“(W ;V, V ′) 是 h-配边”，所得命题与原定理等价。事实上，条件 (1)、(2) 合在
一起蕴含 (W ;V, V ′) 是 h-配边。因为

(i) π1(V ) = 0, π1(W,V ) = 0, H∗(W,V ) = 0

由相对 Hurewicz 同构定理（relative Hurewicz isomorphism theorem）（Hu [20, p. 166]；
Hilton [21, p. 103]）推出

(ii) πi(W,V ) = 0, i = 0, 1, 2, . . .。
由于 (W,V )是可三角剖分偶对（Munkres [5, p. 101]），(ii)蕴含存在强形变收缩W → V

（见 Hilton [21, p. 98, Theorem 1.7]）。又因条件 (2) 蕴含 H∗(W,V
′) = 0，同理 V ′ 也是

W 的强形变收缩核。
定理 9.1 的一个重要推论是：

77
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定理 9.3. 27两个维数不小于 5 的单连通闭光滑流形若 h-配边等价，则它们微分同胚。

若干应用 （另见 Smale [22, 6]）

命题 A（光滑 n-圆盘 Dn 的刻画，n ≥ 6）. 设 W n 是紧致单连通光滑 n-流形，n ≥ 6，
且其边界单连通。则下列四个断言等价：
(A.1) W n 微分同胚于 Dn；
(A.2) W n 同胚于 Dn；
(A.3) W n 可缩；
(A.4) W n 具有一点的整数同调。

证明. 显然
(A.1) =⇒ (A.2) =⇒ (A.3) =⇒ (A.4).

只需证明 (A.4)⇒(A.1)。设 D0 是光滑嵌入 IntW 的 n-圆盘，则

(W \ IntD0; ∂D0, V ), V = ∂W,

满足 h-配边定理的条件。特别地，由切除，

H∗(W \ IntD0, ∂D0) ∼= H∗(W,D0) = 0.

所以配边 (W n;∅, V ) 是 (D0;∅, ∂D0) 与乘积配边 (W \ IntD0; ∂D0, V ) 的复合。由定
理 1.4，W 微分同胚于 D0。

命题 B（维数不小于 5 的广义 Poincaré 猜想；见 Smale [22]）. 28设 Mn 是闭单连
通光滑流形，n ≥ 5，并且具有 n-球面 Sn 的整数同调。则 Mn 同胚于 Sn；若 n = 5 或
6，则 Mn 微分同胚于 Sn。

推论. 若闭光滑流形 Mn（n ≥ 5）是同伦 n-球面（homotopy n-sphere），即具有 Sn 的
同伦型，则 Mn 同胚于 Sn。

注记. 存在同胚于 S7、但不微分同胚于 S7 的光滑 7-流形 M7（见 Milnor [24]）。

证明. 先设 n ≥ 6。若 D0 ⊂M 是光滑 n-圆盘，则 M \ IntD0 满足命题 A 的条件。特
别地，

Hi(M \ IntD0) ∼= Hn−i(M \ IntD0, ∂D0) （Poincaré 对偶，定理 7.5）
∼= Hn−i(M,D0) （切除）

∼=

0, i > 0,

Z, i = 0
（正合序列）.

27译注：原书此处误作“定理 9.2”；依本节的连续编号应为定理 9.3。
28译注：原文此处记作 Smale [21]；原书 [21] 为 Hilton 的书，所指 Smale 论文是 [22]，现校正引文标记。
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因此

M = (M \ IntD0) ∪D0

微分同胚于两个 n-圆盘 Dn
1 , D

n
2 沿边界微分同胚

h : ∂Dn
1 −→ ∂Dn

2

粘合所得的流形。

注记. 这样的流形称为扭曲球面（twisted sphere）。显然，每个扭曲球面都是 Morse 数
为 2 的闭流形，反之亦然。
还需证明任一扭曲球面

M = Dn
1 ∪h D

n
2

都同胚于 Sn。取嵌入 g1 : D
n
1 → Sn，把 Dn

1 映到 Sn ⊂ Rn+1 的南半球，即

{~x : |~x| = 1, xn+1 ≤ 0}.

Dn
2 的每一点都可写成 tv，其中 0 ≤ t ≤ 1、v ∈ ∂Dn

2。定义 g :M → Sn：

g(u) =


g1(u), u ∈ Dn

1 ,

sin πt
2
g1(h

−1(v)) + cos πt
2
en+1, u = tv ∈ Dn

2 ,

其中

en+1 = (0, . . . , 0, 1) ∈ Rn+1.

于是 g 是良定义的连续双射，映满 Sn，故为同胚。n ≥ 6 的情形得证。
当 n = 5 时，应用：

定理 9.5（Kervaire 与 Milnor [25]；Wall [26]）. 29设 Mn 是闭单连通光滑流形，并
具有 n-球面 Sn 的同调。若 n = 4, 5 或 6，则 Mn 是某个紧致、可缩光滑流形的边界。

由命题 A，当 n = 5 或 6 时，Mn 实际上微分同胚于 Sn。

命题 C（5-圆盘的刻画）. 设 W 5 是紧致单连通光滑流形，具有一点的整数同调，令
V = ∂W。
(C.1) 若 V 微分同胚于 S4，则 W 微分同胚于 D5；
(C.2) 若 V 同胚于 S4，则 W 同胚于 D5。

(C.1) 的证明. 取微分同胚
h : V −→ ∂D5 = S4,

并构造光滑 5-流形
M = W ∪h D

5.

29译注：原书此处误作“定理 9.1”；本译本参照后续定理 9.6、9.7，将此处校作定理 9.5。
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则 M 单连通且具有球面的同调。命题 B 已证明 M 实际上微分同胚于 S5。下面应用：

定理 9.6（Palais [27]；Cerf [28]；Milnor [12, p. 11]）. 有定向连通 n-流形中，n-圆
盘的任意两个保定向光滑嵌入都周遭同痕。
因此存在微分同胚 g :M →M，把 D5 ⊂M 映到某个圆盘 D5

1，且

D5
2 =M \ IntD5

1

也是圆盘。于是 g 把 W ⊂M 微分同胚地映到 D5
2。

(C.2) 的证明. 考虑 W 的加倍流形（double manifold）D(W )，即把两个 W 沿边界粘
合（见 Munkres [5, p. 54]）。子流形

V ⊂ D(W )

在 D(W ) 中有双侧领状领域；由命题 B，D(W ) 同胚于 S5。Brown [23] 证明了：

定理 9.7. 若拓扑嵌入 Sn 的 (n− 1)-球面 Σ 有双侧领状领域，则存在同胚

h : Sn −→ Sn

把 Σ 映到 Sn−1 ⊂ Sn。因此 Sn \Σ 有两个连通分支，每个分支的闭包都是以 Σ 为边界
的 n-圆盘。
于是 W 同胚于 D5。这同时完成 (C.2) 和命题 C 的证明。

命题 D（维数不小于 5 的可微 Schoenflies 定理（differentiable Schoenflies theo-
rem））. 设 Σ 是光滑嵌入 Sn 的 (n − 1)-球面。若 n ≥ 5，则存在光滑周遭同痕把 Σ

映到赤道 Sn−1 ⊂ Sn。

证明. 由 Alexander 对偶，Sn \ Σ 有两个连通分支；推论 3.6 因而表明 Σ 在 Sn 中有
双侧领状领域。任取 Sn \ Σ 的一个连通分支，它在 Sn 中的闭包 D0 是以 Σ 为边界的
光滑单连通流形，并具有一点的整数同调。若 n ≥ 5，由命题 A、命题 C，D0 实际上
微分同胚于 Dn。Palais–Cerf 定理 9.6 给出一个周遭同痕，把 D0 映到下半球，从而把
∂D0 = Σ 映到赤道。

注记. 上述结论说明：若 f : Sn−1 → Sn 是光滑嵌入，则 f 光滑同痕于某个映到
Sn−1 ⊂ Sn 上的映射；但一般不能说 f 光滑同痕于包含映射

ι : Sn−1 −→ Sn.

例如，取
f = ι ◦ g,

其中微分同胚 g : Sn−1 → Sn−1 不能延拓为 Dn → Dn 的微分同胚，结论便不成立。（容
易证明，g 可延拓到 Dn，当且仅当扭曲球面 Dn

1 ∪g D
n
2 微分同胚于 Sn。）事实上，若 f

光滑同痕于 ι，则由同痕扩张定理 5.8，存在微分同胚 d : Sn → Sn 使

d ◦ ι = f = ι ◦ g.
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把 d 限制在两个半球上，便得到 g 到 Dn 的两个微分同胚延拓。

结语
h-配边定理在维数 n < 6 时是否成立，仍是一个未决问题。设 (W n;V, V ′) 是 h-配

边，V 单连通且 n < 6。
n = 0, 1, 2： 定理显然成立，或没有内容。

n = 3： V, V ′ 必为 2-球面。此时由经典 Poincaré 猜想即可容易推出定理：每个与 S3 同
伦等价的紧光滑 3-流形都微分同胚于 S3。由于每个扭曲 3-球面（见79 页）30都
微分同胚于 S3（见 Smale [30]、Munkres [31]），h-配边定理实际上等价于这个猜
想。

n = 4： 若经典 Poincaré 猜想成立，则 V, V ′ 必为 3-球面。此时容易看出，h-配边定理
等价于4-圆盘猜想：每个以 S3 为边界的紧致可缩光滑 4-流形都微分同胚于 D4。
Cerf [29] 的一个深刻定理表明，每个扭曲 4-球面都微分同胚于 S4。所以，这个
猜想又等价于：每个与 S4 同伦等价的紧光滑 4-流形都微分同胚于 S4。

n = 5： 命题 C 表明，当 V, V ′ 都微分同胚于 S4 时，定理成立。然而，闭单连通 4-流形
有许多类型。Barden（未发表）证明：若存在微分同胚 f : V ′ → V，它与 r|V ′ 同
伦，其中 r : W → V 是形变收缩，则W 微分同胚于 V × [0, 1]（见Wall [38, 37]）。

30译注：原文指向第 110 页，在本译本中为79 页。
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中英文术语对照表

本表按术语在正文中首次出现的先后排列。

中文 英文 页码

微分拓扑 differential topology 3

光滑流形 smooth manifold 3

边界分支 boundary component 3

形变收缩核 deformation retract 3

h-配边 h-cobordism 3

单连通 simply connected 3

微分同胚 diffeomorphic 3

广义 Poincaré 猜想 generalized Poincaré conjecture 3

Morse 函数 Morse function 3

非退化临界点 nondegenerate critical point 3

临界点 critical point 3

重排 rearrangement 3

指标 index 3

类梯度向量场 gradient-like vector field 3

柄体 handlebody 3

柄 handle 3

单同伦等价 simple homotopy equivalence 4

s-配边定理 s-cobordism theorem 4

分片线性流形 piecewise linear manifold 4

欧氏空间 Euclidean space 5

欧氏半空间 Euclidean half-space 5

续下页

87



88 中英文术语对照表

中文 英文 页码

光滑的 smooth 5

拓扑流形 topological manifold 5

光滑结构 smooth structure 5

坐标邻域 coordinate neighborhood 5

同胚 homeomorphism 5

边界 boundary 5

不交并 disjoint union 5

光滑流形三元组 smooth manifold triad 5

闭光滑 n-流形 closed smooth n-manifold 6

配边 cobordism 6

范畴 category 6

对象 object 6

态射 morphism 6

复合 composition 6

结合律 associativity 6

恒等配边 identity cobordism 6

幺半群 monoid 7

群 group 7

同痕 isotopic 8

伪同痕的 pseudo-isotopic 8

等价关系 equivalence relation 8

Hessian 矩阵 Hessian matrix 10

Morse 引理 Morse lemma 10

Morse 数 Morse number 10

单位分解 partition of unity 11

Sard 定理 Sard’s theorem 12

零测集 set of measure zero 12

C2 拓扑 C2 topology 13

紧致加细 compact refinement 13

续下页
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中文 英文 页码

Riemann 度量 Riemannian metric 15

梯度 gradient 15

临界值 critical value 15

隐函数定理 implicit function theorem 15

向量场 vector field 17

恒等映射 identity map 18

乘积配边 product cobordism 18

积分曲线 integral curve 18

领状领域 collar neighborhood 18

双侧的 two-sided 18

双侧领状领域 bicollar neighborhood 18

特征嵌入 characteristic embedding 20

左球面 left-hand sphere 21

左圆盘 left-hand disk 21

右球面 right-hand sphere 21

右圆盘 right-hand disk 21

初等配边 elementary cobordism 21

商流形 quotient manifold 21

手术 surgery 22

轨线 trajectory 22

生成元 generator 24

切除性 excision 24

形变收缩 deformation retraction 24

水平集 level set 29

乘积邻域 product neighborhood 29

非临界水平集 noncritical level set 31

自指标 Morse 函数 self-indexing Morse function 32

横截相交 intersect transversely 33

定向 orientation 40

续下页
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中文 英文 页码

相交数 intersection number 40

保水平的光滑嵌入 level-preserving smooth embedding 42

同痕扩张定理 isotopy extension theorem 43

奇异同调 singular homology 47

法丛 normal bundle 47

标架 frame 47

纤维 fiber 47

周遭同痕 ambient isotopy 47

Thom 同构定理 Thom isomorphism theorem 47

管状邻域定理 tubular neighborhood theorem 47

定向生成元 orientation generator 47

van Kampen 定理 van Kampen’s theorem 48

同伦等价 homotopy equivalence 49

可缩 contractible 49

Hopf–Rinow 定理 Hopf–Rinow theorem 50

联络 connection 52

全测地子流形 totally geodesic submanifold 52

测地线 geodesic 52

指数映射 exponential map 53

等距映射 isometry 53

平凡 trivial 54

平行移动 parallel translation 54

局部同胚 local homeomorphism 54

同伦 homotopic 55

标架丛 frame bundle 57

Stiefel 流形 Stiefel manifold 57

光滑截面 smooth cross-section 57

诱导定向 induced orientation 59

外法向量 outward normal vector 59

续下页
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中文 英文 页码

正合序列 exact sequence 59

边界同态 boundary homomorphism 59

切丛 tangent bundle 59

自由阿贝尔群 free abelian group 60

链复形 chain complex 63

Poincaré 对偶 Poincaré duality 63

对偶上链复形 dual cochain complex 64

链群 chain group 64

万有系数定理 universal coefficient theorem 65

基定理 basis theorem 65

辅助临界点 auxiliary critical point 71

相对 Hurewicz 同构定理 relative Hurewicz isomorphism
theorem

77

同伦 n-球面 homotopy n-sphere 78

扭曲球面 twisted sphere 79

加倍流形 double manifold 80

可微 Schoenflies 定理 differentiable Schoenflies theorem 80





一些数学备注

在自动翻译过程中，校者要求 ChatGPT 对一些数学上的潜在问题进行检查。本节
记录这个检查的结果：原书中若干处公式、估计或构造上的疑点，并给出相应的计算或
理由。其中一些可能只是笔误；另一些可能需要补充条件，或澄清原文的用语。局部论
证存在问题，并不意味着相关定理的结论不成立。下文提出的修正方向也不视为已经完
成的替代证明。希望读者在阅读时自行对照是否需要进行勘误。

推论 3.6 中上下界的选择
原书位置：第 24 页，推论 3.6 的证明。
原文将正侧的 2ε′′ 取为最小上界，将负侧的 2ε′ 取为最大下界，随后断言相应水平

带包含在 V 内。然而，要排除 V 外的正侧点，需要控制的是正侧的正下界。负侧则相
应需要负的上界。
例如，若正侧在 V 外的函数值介于 0.1 与 10 之间，取上确界的一半为 5，仍会把

部分外部点纳入水平带。因此，仅凭原文所取的上下界，不能推出所需的包含关系。
这里疑似交换了上界与下界。另一种可能是构造函数时还需满足某个未写出的限

制。

定理 3.14 中用于定义收缩的方程无解
原书位置：第 33–34 页，定理 3.14 证明的第一步。
原文用下列方程的正实数解定义 ρ：

−|x|
2

ρ2
+ ρ2|y|2 = (−|x|2 + |y|2)(1− t)− t.

取 x = 0、|y| = 1/2、t = 1。所取点属于原文定义的 Lλ，也满足 |y| ≥ 1/10。此时方程
化为

ρ2/4 = −1,

因而不存在正实数解。原式不能在所述的全部参数范围内定义收缩。
后续对 ρ取最大值的操作，不能直接消除这个问题，因为参与取最大值的正解本身

可能不存在。这里可能需要单独处理 x = 0 的情形，或给出在全域上有定义且连续的截

93



94 中英文术语对照表

断公式。

第一消去定理局部模型中的额外平方项

原书位置：第 55 页，第一消去定理证明中的函数 F。
原文给出的局部模型为

F (x) = f(p) + 2

∫ x1

0

v(t) dt− x21 − · · · − x2λ+1 + x2λ+2 + · · ·+ x2n.

预备假设要求 v(t) = t 在 0 附近成立。因此，在原点附近有

2

∫ x1

0

v(t) dt− x21 = 0.

F 在该邻域内不依赖 x1，故其 Hessian 在 x1 方向退化。这与原文随后的非退化临界点
陈述不符。
另设 e = (1, 0, . . . , 0)。由预备假设 v(1) = 0，可得

∂F

∂x1
(e) = 2v(1)− 2 = −2.

所以，按照印出的公式，e 甚至不是临界点。
一个很可能的笔误是负平方和多写了 x21。若将该和从 x22 开始，上述两个直接矛盾

便可消除。原文随后给出的 F (e) 的积分表达式也支持这一判断。不过，完整修正仍需
与后续构造一起核对。

引理 5.9 的严格不等式遗漏原点
原书位置：第 65 页，引理 5.9 的陈述。
原文对相应邻域中的点断言

|∂tht(x)| < K|x|, |πaht(x)| > k|x| (x ∈ Ra).

这里 ht(0) = 0 对每个 t 都成立，故 ∂tht(0) = 0。将 x = 0 代入两个严格不等式，分别
得到

0 < 0, 0 > 0.

因此，所述的全称断言在原点不成立。
这应是陈述范围的遗漏：可以明确要求 x 6= 0，或说明原点处仅成立非严格不等式。

这一问题不否定相应估计对非零点成立。
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定理 5.6 证明末尾的半径估计
原书位置：第 65–66 页，定理 5.6 的证明末尾。
设 E1 是外球 E 中的内球。原文以 r 表示 E 的半径，却对 x ∈ Ra ∩ (E \E1) 使用

估计
|πaht0(x)| > kr.

引理 5.9 直接给出的只是
|πaht0(x)| > k|x|.

由于这些点可能满足 |x| < r，后一不等式不能推出前一不等式。这里疑似混淆了外球
半径与环形区域中 |x| 的下界。

若改用内球半径，可以得到另一种下界。然而，原文还要据此推出归纳过程有限次
终止。因此，除了修正这一估计，还需说明所得步长具有统一的正下界。
此外，同页在选择延拓速度时出现未定义的常数 k1，随后又使用 K。这些符号之

间的关系并不清楚。半径估计、常数的依赖关系以及终止性论证，宜作为同一个问题考
察。

引理 6.13 中平行移动与法向性的关系
原书位置：第 81 页，引理 6.13 的证明。
原文沿曲线 C 平行移动初始标架，并以平行移动保持内积为由，断言所得到的向

量始终垂直于 U ′。但保持两个平行向量之间的内积，并不自动意味着保持与曲线切向
量的正交关系。
设 C = C(t)，τ 是 C 的单位切向量，ξ 沿 C 平行。由度量相容性和 ∇Ċξ = 0，有

d

dt
〈ξ, τ〉 = 〈ξ,∇Ċτ〉.

原文未说明 C 对所构造的度量是测地线，故右端不必为零。初始时垂直于 C 的向量，
经过平行移动后未必仍垂直于 C。
即使 M 是全测地的，也只能据此保证初始切于 M 的平行向量仍切于 M，不能直

接推出它仍垂直于 C。因此，原文关于法向性的理由似乎缺少一个条件或构造步骤。
可能的处理方式是采用曲线法丛上的投影联络，或进一步选择使 C 成为测地线的

度量。无论采用哪种方式，都还需检验它与两端预定标架的相容性。

两处“横截相交”与维数条件的冲突

原书位置：第 84 页与第 94 页。
按照定义 5.1，子流形 A,B ⊂ X 在交点 z 横截，意味着

TzA+ TzB = TzX.
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由此必有 dimA+ dimB ≥ dimX。
第 84 页称 U ′ 与 M 沿 C 横截相交。此时

dimU ′ = 2, dimM = r, dimV = r + s, s ≥ 3.

因此 2 + r < r + s，二者在有交点时不可能满足上述横截条件。
第 94 页称一维弧分别与 Sλ−1

L 和 Sn−λ−1
R 在 (n − 1) 维流形 V0 中横截相交。由

2 ≤ λ ≤ n− 2，两次维数和分别满足

1 + (λ− 1) = λ < n− 1, 1 + (n− λ− 1) = n− λ < n− 1.

这两处相交同样不可能是定义 5.1 意义下的横截相交。
原文可能在宽泛地使用“横截”一词。例如，第二处实际需要的可能只是弧在交点

处不切于球面。第一处则需要另行明确沿 C 的切空间交条件。这属于术语与所需几何
条件之间的疑点，不宜仅替换一个词而不检查后续用途。

指标 1 消去证明中修改向量场的位置
原书位置：第 105 页，指标 1 临界点的消去证明。
原文要求在 V2+ 右侧改变类梯度向量场 ξ，以便让 V1+ 中的球面 S 避开指标 2 临

界点的左球面。
然而，该左球面在 V1+ 中的位置，由 V1+ 与相应指标 2临界点之间的轨线决定。若

只在 V2+ 以上改变向量场，而这段轨线所在区域保持不变，则左球面在 V1+ 中的位置
也不会改变。这样便不能实现原文所要求的避交。
这里疑似把 V1+ 误写为 V2+。一个可能的修改区域位于 V1+ 右侧、相应指标 2 临

界点之前。是否确应如此，应结合引理 4.7 中通过同痕改变类梯度向量场的具体构造判
断。
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